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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА. 

Задача преподавания математического анализа есть одна 
из труднейших задач науки и педагогики. Все обстоятель¬ 
ства являются осложняющими эту задачу: и самый рост 
науки с ее непрерывным обогащением новыми фактами, и 
связанное с этим колеблющееся освещение, казалось бы, 
прочно установленных начал, и, наконец, изменяющийся уро¬ 
вень знаний и потребностей тех кругов, к которым обра¬ 
щено слово педагога. 

Уже вскоре после своего возникновения — еще в конце 
XVII в. — высший анализ приобрел печальную славу абрака¬ 
дабры, т. е. вещи, которую нельзя понять и которая непо¬ 
нятна даже самим создавшим ее математикам. И действи¬ 
тельно, в продолжение всего следующего XVIII в. среди 
математиков царил величайший разброд относительно са¬ 
мых оснований анализа. Это состояние умов полностью на¬ 
ходит свое отражение и в учебниках тогдашнего времени. 

Лишь в XIX в., в связи с работой сильнейших людей, 
занятых теоретическим устроением математического анализа, 
учебники стали постепенно приближаться к современному 
виду. Все же вначале это приближение было медленным, так 
как хотя основы анализа и были уже устроенными в теоре¬ 
тическом отношении, но об этом знали лишь ученые, в 
практику же педагога это еще не входило и об этом не были 
осведомлены широкие массы читателей. 

Решающая реформа преподавания пришла, если говорить 
о Франции, вместе с преподавательской деятельностью ди¬ 
ректора Высшей нормальной школы в Париже Лиіез Таппегу. 
Занятый исключительно преподавательской деятельностью 
и неустанно повторяющий всем, что „распространять мате¬ 
матические знания столь же почетно и столь же трудно, 
как и создавать в них новое", Лиіез Таппегу всю свою слав¬ 
ную жизнь посвятил углубленной реформе преподавания 
математического анализа. Его перу принадлежат первоклас¬ 
сные в педагогическом отношении вещи, его влияние тот¬ 
час же мощно сказалось на подрастающем поколении 
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молодых ученых, из которых многие, как и он сам, стали 
впоследствии членами Парижской академии наук. 

Основной идеей реформы преподавания Лиіез Таппегу 
было систематическое расчленение на простые элементы 
тех умственных актов , которые необходимы для овладе¬ 
ния началами математического анализа, и доведение этих 
элементов до возможно более ясного понимания читате¬ 
лями и слушателями. 

Лиіез Таппегу никогда не прибегал в своем преподавании 
к формальным фокусам, всегда считая их очень вредными 
и постоянно предупреждая о том, что всякое искусственное 
сокращение в процессах мысли оплачивается слишком до¬ 
рогой ценой непонимания самого существа дела. Все его 
математические рассуждения всегда были прямыми и иногда 
длинными, но столь тщательно разработанными, расчленен¬ 
ными и до такой степени ясными, что овладение ими уже не 
представляло ни малейшего труда. Лиіез Таппегу все время 
внимательнейшим образом следит за состоянием ума начи¬ 
нающего, предвидит возникновение в нем сомнений, иллю¬ 
зий и заблуждений, предупреждает о них и каждое мгнове¬ 
ние готов притти на помощь читателю. И действительно» 
читая его, всегда испытываешь странное чувство отождеств¬ 
ления ума автора и читателя. „Только то и прочно, что по¬ 
нятно 8 было любимой фразой Лиіез Таппегу, в противопо¬ 
ложность известному изречению Даламбера, сказанному им 
в хаосе идей XVIII в.: „Идите дальше, потом когда-нибудь 
поймете 8 . 

Силой исторической необходимости эта же самая рефор¬ 
ма преподавании математического анализа происходила и 
происходит в настоящий момент и в других странах. У нас 
эта реформа связана с именем проф. Ивана Ивановича 
Жегалкина, в Германии с именем проф. ЗДсЬагй Сои- 
гапі. 

Предлагаемый в настоящий момент курс анализа сло¬ 
жился у И. И. Жегалкина в течение более чем тридца¬ 
тилетнего личного преподавания и является результатом 
непрерывных педагогических размышлений и глубокого на,- 
учного анализа тех иллюзий и заблуждений,- которые заро¬ 
ждаются в уме учащихся, которые вскрываются в их невер¬ 
ных проверочных ответах и источником которых, в конце 
концов, является неверная оценка их умом тех или других 
элементов обыденной жизни. Эти неверные ответы учащихся 
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и были тем материалом, на почве которого возник метод 
преподавания И. И. Жегалкина. 

Первая и основная идея И. И. Жегалкина — отрицатель¬ 
ная : это есть совершенно ясно осознанная им невозможность 
исходить при составлении учебника от обычного предста¬ 
вления об идеальном читателе. А между тем, большинство 
учебников именно и отправляется от этого представления, 
наделяя этого абстрактного читателя беспредельными вни¬ 
мательностью, понятливостью, догадливостью и сообрази¬ 
тельностью. Для этого читателя нет ни в чем никаких за¬ 
труднений и препятствий: достаточно автору хотя бы один 
раз указать на какое-нибудь обстоятельство, как этот иде¬ 
альный читатель уже понимает его с полуслова и запоми¬ 
нает если не на всю жизнь, то во всяком случае на все 
время изучения книги. Поэтому-то авторы, следующие по 
этому пути, имеют необыкновенно экономные размеры 
учебника. Книги этого рода обычно кажутся весьма привле¬ 
кательными для издательств, довольных возможностью •пре¬ 
поднести диференциальное и интегральное исчисления уло¬ 
женными в небольшое число страниц, и для учащихся, еще 
не знакомых с той истиной, что чем толще учебник матема¬ 
тического анализа, тем он скорее будет прочтен и усвоен. 
Но уже очень скоро у учащихся наступают разочарование 
и охлаждение к книге или, что бесконечно хуже, к самому 
предмету. Когда вдумываются в причины возникновения 
иллюзии „идеального читателя*, то немедленно замечают, 
что под таким читателем автор просто разумеет себя 
самого и именно то самое состояние своею ума, которое 
он имеет в момент создания учебника, но отнюдь не то 
состояние ума, которое было у автора, когда он сам впер¬ 
вые знакомился с излагаемыми им идеями. Об этом послед¬ 
нем обычно говорят очень неохотно, вспоминая его испол¬ 
ненным всяческих недоумений и рассматривая его поэтому 
как „ неправильное", тогда как именно оно самое и было 
вполне правильным", потому что являло действительность, 
наблюдаемую у всех без исключения. В действительности 
первые движения изучающего ума всегда исполнены всяческих 
сомнений, недоумений и заблуждений: путь начинающего 
изучение всегда есть зигзагообразный; гладкое же и прямоли¬ 
нейно идущее вперед познание представляет лишь идеализа¬ 
цию всего педагогического процесса, т. е. лишь первое при¬ 
ближение к действительности, в сущности весьма грубое. 
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Из сказанного естественно вытекает вторая основная 
идея И. И.. Жегалкина, уже положительная : при сос¬ 
тавлении учебника руководиться не воображаемым, „но дей¬ 
ствительным состоянием ума учащегося*. Как уже было 
сказано, оно полно недоумений, сомнений, иллюзий и заб¬ 
луждений, часто глубоко подсознательных, И истинная за¬ 
дача педагога заключается в том, чтобы во-время приходить 
учащемуся на помощь, чтобы постоянно держать в фокусе 
своего внимания ум читателя, чтобы быть готовым напра¬ 
вить его по надлежащему руслу там, где для читателя есть 
опасность вследствие двусмысленности символики беско¬ 
нечно-малых пойти в ложном направлении. Вся трудность 
этого пути составления учебника заключается в том, что, 
предполагая полную научную вооруженность автора, посто¬ 
янные предупреждения им читателя о том и о сем отнюдь 
не достигнут цели: постоянные прерывания основной нити, 
изложения рассеивают внимание читателя, придают изложе¬ 
нию- характер суетливости и очень скоро надоедают читате¬ 
лю. Единственно правильным путем здесь является путь 
И. И. Жегалкина: это — путь столь сильной внутренней 
логичности изложения, при котором все делаемые оговорки 
и предупреждения являются столь естественными, что чи¬ 
тателю кажется, что нить изложения ни на один миг не 
прерывается и что до этих оговорок он и сам бы додумался, 
если бы дал себе труд немного подумать. 

Таким образом, самой характерной чертой предлагаемого 
курса анализа, чертой, отличающей его от всех остальных 
курсов, является исключительная ориентировка его на по¬ 
нимание учащимся всех процессов рассуждения. При-этой 
ориентировке на понимание нисколько не страшны дефекты 
памяти, так как самый ход однажды понятого материала 
не позволяет утратиться существенному, деталь же легко 
восстановить и по любому справочнику. Ориентировка на 
понимание кажется громоздкой лишь в начале, но на деле 
затраченное на понимание время с лихвой окупается в даль¬ 
нейшем, так как при правильно понятых основаниях дис¬ 
циплины дальнейший материал принимает характер лишь 
упражнений в давно известном, чем создается уже* эконо¬ 
мия во времени. 

Следует еще указать на то, что ориентировка курса на 
понимание имеет в виду неизмеримо более важное сообра¬ 
жение, чем простое облегчение учащемуся трудностей 
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изучения: это — инициативу учащихся. Эта драгоценная ини¬ 
циатива, т. е. умение ориентироваться в новой обстановке , 
выходящей из привычного шаблона , может притти и всегда 
приходит лишь от совершенного понимания материала, 
а вовсе не от твердости его усвоения, т. е. вбирания па¬ 
мятью. Следует иметь в виду, что выпадение из памяти 
какой-нибудь важной части материала приводит в расстрой¬ 
ство и весь остальной, вообще казавшийся хорошо усвоен¬ 
ным материал только в том случае , если он раньше не был 
ориентирован на понимание. 

Ориентировка на понимание обусловливает совершенную 
необходимость абсолютно точно формулировать основные 
понятия математического анализа, поясняя их численным 
примером или чертежом; на все это, конечно, необходимы 
лишние страницы. Но читатель не должен устрашаться объема 
книги, помня, что тонкий по объему курс анализа всегда го¬ 
раздо труднее толстого. 

Впрочем, дело будет говорить само за себя, и мы можем 
только рекомендовать читателю аккуратно исполнять все 
то, что советуют авторы „Введения в анализ*. 

• Академик Н. Лузин. 

24 мая 1935 г. 



ОТ АВТОРОВ. 

Хотя в настоящее время мы имеем достаточное число 
более или менее хороших учебников, посвященных изложе¬ 
нию тех вопросов, которые обычно объединяются в одно 
целое под названием „Введение в анализ*, однако, новые 
учебники по этому отделу постоянно появляются и, вне 
сомнения, будут появляться. Причина очевидна: заключая в 
себе наиболее основные понятия высшей математики, этот 
отдел в то же время допускает изложение их с самых раз¬ 
нообразных точек зрения в зависимости от поставленных 
целей и того круга читателей, для которого он предназна¬ 
чается 

Изложенным вполне оправдывается и появление этого 
учебника. При составлении его авторы принимали во вни¬ 
мание главным образом два обстоятельства: то, что в насто¬ 
ящее время в нашей стране привлечены к занятиям матема¬ 
тическими науками широкие массы, и то, что этот учебник 
предназначается для педвузов. 

Первый факт заставил авторов постоянно иметь в виду, 
что возможные читатели их учебника неизбежно будут об¬ 
ладать весьма разнообразным уровнем знаний, приобретен¬ 
ных ими в свое время по самым разнообразным программам 
и с самых разнообразных точек зрения. Чтобы подвести их, 
хотя бы приблизительно, к одному уровню, книга начина¬ 
ется несколькими главами, посвященными конспективному 
изложению тех вопросов из элементарной математики, от¬ 
носительно которых обычно предполагается, что лица, присту¬ 
пающие к изучению введения в анализ, уже владеют ими в 
достаточной степени. Но, что хорошо известно всем препо¬ 
давателям, как раз по самым существенным вопросам из 
элементарной математики у учащихся наблюдаются значи¬ 
тельные пробелы и часто не по их вине, а потому, что 
многие из этих вопросов средняя школа или совсем не рас¬ 
сматривает или же если и касается их, то только поверх¬ 
ностно, вполне законно считая, что подробное изложение 
их есть задача высшей школы. Высшая же школа, хорошо 
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зная это, но связанная временем и своими прямыми зада¬ 
чами, лицемерно делает вид, что она глубоко убеждена, 
что с этой стороны все обстоит благополучно. В результате 
учащийся попадает в безвыходное положение. Он рад был 
бы самостоятельно пополнить свои пробелы, но в большин¬ 
стве случаев лишен этой возможности за отсутствием со¬ 
ответствующих пособйй. Принимая это во внимание, авторы 
и изложили в первых главах по возможности все то, что, как 
им показал долговременный опыт, хотя в теории учащиеся и 
должны знать, но чего они фактически или не знают или 
если и знают, то недостаточно отчетливо и не в том разрезе, 
который необходим для Анализа. К сожалению, желание 
устранить эти препятствия для учащегося не могло не от¬ 
разиться на объеме книги. 

Вторая причина, действующая в том же направлении уве¬ 
личения объема, заключалась в том, что этот учебник пред¬ 
назначается для будущих учителей, т. е. для лиц, которые 
должны не только сами овладеть основами математики, но 
потом и учить им других. Поэтому они должны владеть 
основными понятиями не только формально, но и по суще¬ 
ству. Имея это в виду, авторы очень подробно останавли¬ 
вались на многих вещах, на которых обычно не останавли¬ 
ваются, считая их само собою понятными. Здесь авторы 
определенно держались мнения, что в этом отношении лучше 
переговорить, чем не договорить. Но это естественно обус¬ 
ловило некоторые длинноты изложения, благодаря чему яви¬ 
лось опасение, что читатель за мелочами просмотрит суще¬ 
ственное, из-за деревьев не увидит леса. Против этой воз¬ 
можности авторы боролись двумя путями: жирным шриф¬ 
том и заключениями к каждой главе. 

Жирный шрифт играет в книге своеобразную роль. В своей 
совокупности он должен составлять конспект книги. Имелось 
в виду, что если прочесть только напечатанное им, пропус¬ 
кая все остальное, то читатель должен получить вполне 
полную картину всего содержания книги. Насколько уда¬ 
лось достигнуть этой цели, это уже другой вопрос. 

Авторы придают большое значение тем заключениям, ко¬ 
торыми кончаются отдельные главы. Этими заключениями 
преследуется цель дать возможность изучающему ясно ви¬ 
деть то существенное зерно, для выяснения чего он часто 
был принужден прочитать длинный ряд страниц. Поэтому 
в своем месте в книге и указано, что то, что содержится 
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в заключении, должно быть прочно, твердо, сознательно и раз 
навсегда запечатлено в памяти. 

Авторы, конечно, не считают свой труд даже и в сла¬ 
бой степени вполне разрешившим намеченные им задачи, 
но все же они убеждены, что он вносит кое-что новое и в 
связи с другими уже существующими курсами хотя бы 
только и в малой степени облегчит учащемуся его нелегкий 
труд в усвоении начал Анализа. 

Авторы. 



ГЛАВА 


ПЕРВАЯ 


ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ АНАЛИЗА. 

Цель этой книги — служить введением в анализ. Но что такое анализ? 

Дать полный, вполне исчерпывающий ответ на этот вопрос лицу, только 
приступающему к изучению анализа, так же трудно, почти невозможно, 
как невозможно тому, кто еще не знаком с алгеброй, объяснить, что 
такое алгебра. Поэтому, откладывай более точное определение анализа 
до следующих глав, мы здесь только скажем, что задача анализа состоит 
в,изучении самых общих законов зависимостей между величинами, по¬ 
скольку эти законы поддаются описанию и характеристике их с помощью 
понятия числа. 

Древняя математика не знала понятия переменной величины. Хотя уже 
у греков геометрия достигла высокой степени развития, но их геометрия 
была наукой неподвижных, неизменяемых форм. В природе же все меняется, 
все находится в процессе вечного становления. И вот выразить эту из¬ 
менчивость в математических понятиях древняя математика не была 
в состоянии. Только математика нового времени медленно и постепенно 
выработала понятия, необходимые для этой цели. 

Среди изменяющихся явлений одним из простейших является движение 
точки. Но с представлением движения, в тесной и неразрывной связи 
с ним, стоит понятие скорости. И вот оказывается, что это на первый 
взгляд столь простое понятие уже требует для своего точного определения 
всех основных понятий анализа. Поэтому, чтобы выяснить, хотя бы только 
в общих чертах, содержание этих понятий, мы начнем изложение анализа 
с определения скорости для одного из простейших случаев движения 
точки, так называемого равномерно ускоренного движения,— того дви¬ 
жения, законы ідэторого мы наблюдаем, например, при свободном падении 
тел в пустоте. Увидим, что при этом мы встретимся со всеми основными 
понятиями анализа. 

§ 1. Время. 

В связи с понятием времени необходимо отчетливо отличать понятие 
момента времени от понятия промежутка времени. Как раз в обыденной 
жизни и^ часто смешивают, разумея под моментом то же самое, что и 
под мгновением, т. е. чрезвычайно короткий промежуток времени. 

Так называемую временную протяженность имеет только про¬ 
межуток времени; момент ее не имеет. 

Поэтому не только в один момент, но и в тысячу моментов нельзя 
ничего сделать. 

Момент есть то, что отделяет прошлое от будущего. Всякий 
момент можно мыслить как конец одного промежутка и начало 
следующего за ним. 

За единицу меры времени можно взять любой промежуток. При теорети¬ 
ческих вопросах мы обычно будем за единицу меры времени принимать 
секунду. 

1 Курс математического анализа 
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Число, которое получается от измерения данного промежутка 
времени принятой единицей меры, называется числовым значением 
данного промежутка. 

Следовательно, если мы рассматриваем промежуток времени, равный 
2 час., а потому 120 мин., то числовое значение этого промежутка 
будет-2, если за единицу меры принят час, и 120, если единицей меры 
служит минута. Ясно, что 

числовое значение промежутка времени вполне зависит от вы¬ 
бора единицы меры и меняется с изменением ее. 

Подобно промежуткам и всякий момент можно характеризовать чи¬ 
слом. 

Чтобы получить возможность характеризовать соответствую¬ 
щими числами каждый момент времени, поступают так. 

Выбирают один момент и называют его начальным. Всякий мо¬ 
мент, до которого от начального момента протек промежуток в і 
единиц времени, называют моментом і\ число же і называют его 
числовой характеристикой. 

Следовательно, если от начального момента протек промежуток вре¬ 
мени в 15 секунд, то концом этого промежутка будет момент, числовая 
характеристика которого равна 15. 

Решим 'задачу. Найти промежуток времени, протекший между мо¬ 
ментом ^ и следующим за ним моментом 1 2 . Обозначив этот промежуток 
через А, рассуждаем так: когда от начального момента протечет проме¬ 
жуток і ѵ то наступит момент Когда затем еще истечет промежуток А, 
то наступит момент Следовательно, до момента і 2 от начального 

момента должен протечь промежуток в і л -\-к единиц времени, а потому 

^2 = 4 ~ 

И 

Следовательно, 

промежуток к между двумя моментами и і 2 равен разности 
между моментом 1 2 , служащим концом промежутка, и моментом і 19 
служащим его началом: 

к =^2 — і 

Так, например, промежуток времени между моментами в 3 часа и 
в 7 часов одного и того же дня равен 

7 — 3 = 4 часам. 

§ 2. Равномерное движение и его скорость. 

Если мы вообразим, что движущаяся точка подобно острию карандаша 
на бумаге оставляет после себя след, то этим ее следом будет некоторая 
линия, кривая или прямая, которую называют траекторией точки и про 
которую говорит, что точка ее описывает. 

Ниже мы будем рассматривать исключительно прямолинейные движения. 
Поэтому для сокращении речи условимся прилагательное „прямолинейное* 
опускать и будем говорить просто о движении, разумея под ним прямо¬ 
линейное движение. 

Вообразим же, что некоторая точка М движется по некоторой прямой, 
которую для ясности представления предположим горизонтальной и на- 



правленной слева направо. Выбрав на ней некоторую т ічку О за начало 
координат, мы примем эту прямую за ось абсцисс. 

Одним из простейших движений является равномерное. 

Равномерным движением точки называется всякое движение, 
в котором точка, перемещаясь в одном и том же направлении, про¬ 
ходит в равные промежутки времени равные пути. 

Скорость равномерного движения измеряется путем, проходимым 
точкой в единицу времени. 

Поэтому, если точка М движется равномерно со скоростью ѵ у то 
путь 5 , проходимый ею в промежуток времени і , равен произведению 
скорости на промежуток времени: 

5 = ѵі. 

Если мы теперь предположим, что точка М движется по оси абсцисс 
слева направо (черт. 1) и что в начальный момент она находится в начале 
координат, а в момент і — в точке Р у то не¬ 
трудно видеть, что 5 есть абсцисса точки Р. 0 - 5 р' 

Действительно, сказать, что точка М в момент і — ^ 

находится в Я, — это значит утверждать, что Черт. 1. 

она из точки О попадает в точку Я, двигаясь в 

течение промежутка, равного і единицам времени. Следовательно, длина 
отрезка ОР равна пути, пройденному точкой в этот промежуток і у а 
потому ^ есть абсцисса точки Я. 

Равенством 

5 = ѵі (1) 

связываются три величины': скорость ѵ , путь 5 и промежуток времени /. 
Точка движется равномерно, а потому ее скорость в течение всего 
процесса движения не меняется, но остается одной и той же. Напро¬ 
тив, 5 и і в течение всего процесса движения меняются. Следовательно, 
из трех величин, входящих в равенство (1), только одна, а именно ско¬ 
рость. сохраняет одно и то же значение. Назовем ее постоянной вели¬ 
чиной. Величины же 5 и і назовем переменными. Следовательно, равенство 
(1) дает нам закон, которым связаны изменения двух переменных величин 
5 и і. Они, оказывается, изменяются так, что одна из них $ равна 
другой і % умноженной на некоторую постоянную величину ѵ. 

Когда две переменные величины у их изменяются так, что одна 
из них у равна произведению другой х на некоторую постоянную 
величину аг 

у = ах, 

то говорят, что у изменяется пропорционально х . 

Следовательно, равенство (1) показывает, что при равномерном дви¬ 
жении путь 5, пройденный точкой, пропорционален промежутку времени, 
в который он пройден. 

Как результат изложенного отметим, что понятие скорости для равно¬ 
мерного движения вводится очень просто, без всяких особых затруд¬ 
нений. 

§ 3. Средняя скорость. 

Положим теперь, что мы опять имеем точку, движущуюся по оси 
абсцисс, но только не равномерно, .а по какому-нибудь иному закону. 
В обыденной жизни мы и в этом случае говорим о скорости точки, но 
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не просто о скорости, а о так называемой средней скорости. Выясним 
точно это понятие средней скорости. 

Пусть точка Ж, двигаясь по какому-нибудь закону, в некоторый 
промежуток і прошла путь Вообразим фиктивную точку М которая, 
двигаясь уже равномерно, проходит в тот же промежуток і тот же путь 5. 
Ясно, что в таком случае фиктивная точка должна двигаться со ско¬ 


ростью —. Эту скорость фиктивной точки назовем средней скоростью 
точки М за промежуток Ь и обозначим ее через ѵ ср% Следовательно, 



( 2 ) 


Определение . Средней скоростью данной точки М за данный 
промежуток времени і называется скорость фиктивной точки, дви¬ 
жущейся равномерно и проходящей в тот же промежуток времени і 
рутъ, равный пути, проходимому в этот промежуток времени данной 
точкой М. 

Мы видим, что средняя скорость данной точки М в сущности не 
есть скорость самой точки Ж, а скорость некоторой фиктивной точки. 

Из равенства (2) следует, что 

средняя скорость точки за данный промежуток времени равна 
отношению пути, пройденного точкой в этот промежуток времени, 
к самому промежутку. 

Ясно, что, зная только среднюю скорость, мы еще очень мало 
знаем о законе, по которому движется точка. Пусть, например (черт. 2), 
точка Ж прошла за 2 часа расстояние от А до В % равное 50 км, а 

потом — тоже за 2 часа — расстояние от 

_ В С В до С, равное только 10 км. Следова¬ 
тельно, она за 4 часа прзшла бОлгл*, и 
Черт. 2. потому средняя ее скорость на пути от А 

до С равна 15 км в час. Очевидно, что если 
мы знаем только эту среднюю скорость, то мы совершенно лишены воз¬ 
можности составить себе хотя бы только приблизительную картину о дей¬ 
ствительном движении точки на пути от А до С. 

Известно, как из этого затруднения выходит обыденная жизнь. Она 
рассматривает среднюю скорость не за весь промежуток времени, в течение 
которого двигалась точка, а делит этот промежуток на достаточно малые 
промежутки и рассматривает средние скорости уже в эти достаточно 
малые промежутки. 

Этой идеей рассматривать средние скорости за очень малые проме¬ 
жутки времени, только несколько видоизменив ее, пользуется и наука, 
чтобы от средней скорости перейти к понятию так называемой истинной 
скорости. Как это достигается, рассмотрим на примере равномерно уско¬ 
ренного движения. 


§ 4. Равномерно ускоренное движение. 


Равномерно ускоренным движением называется всякое движение, со¬ 
вершающееся по закону 


5 = 
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где множитель а — некоторая постоянная величина, а .у — путь, проходимый 
точкой за промежуток времени і, причем этот промежуток считается от 
начального момента движения. Следовательно, 

равномерно ускоренным движением называется такое движение, 
в котором путь точки пропорционален квадрату промежутка вре¬ 
мени, считаемого от начального момента. 

По типу равномерно ускоренного движения совершается движение 
свободно падающего тела. Действительно, если через $ мы обозначим 
путь, пробегаемый падающим телом в течение промежутка і, считаемого 
от момента начала падения, то, как известно из физики, 


где ^ = 981 (для нашей широты), если время измеряется секундой, 
а длина — сантиметром. 

Мы рассмотрим теперь, как можно определить так называемую истин¬ 
ную скорость в различные моменты равномерно ускоренного движения *). 
Для этой цели предположим, что точка /И. находясь в начальный момент 
в начале координат О, движется по оси абсцисс слева направо так, что 
если 5 — путь, пробегаемый ею в промежуток і от начального момента, 
то 


^ = а/ 2 , 


( 1 ) 

о * . 


где а — некоторая постоянная величина. Яс¬ 
но, что 5 — абсцисса той точки, в которой Черт. 3. 

находится дочка М в момент I, Пусть в ка¬ 
кой-нибудь момент точка М находится в точке Р ѵ Если ^— абсцисса 
этой точки (черт. 3), то согласно равенству (1) 



( 2 ) 


Рассмотрим промежуток Л, следующий за моментом и пусть 
точка М за этот промежуток времени из точки переместилась в точку Р 2 , 
пр йдя некоторый путь /. Аосциссу точки Р 2 обозначим через $ 2 . 

Если і г — момент, в который точка М попадает в Р 2 , то будем иметь 





и так как ясно, что 1 2 —і л -\-к, то 

$ 2 = а (<, +*А) 2 = аі\ + 2а*,А + аА 2 . (3) 


С другой стороны, чертеж показывает, что 

Из равенств (3) и (2) найдем 

I = 2-(- аЛ а . 


*) Если читателю конец параграфа покажется недостаточно ясным, то пусть 
его это не приводит в смущение. Достаточно, если он хотя бы только отчасти 
уловит общую идею. Б дальнейшем к этсчиу вопросу мы еще вернемся, 
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Вычислим среднюю скорость точки М за промежуток А. Обозначая 
ее через ѵ срЛ имеем 


а потому 

ѵ ( . ѵ —2аі г + аіі. ч (4) 

В правой части второе слагаемое меняется с изменением промежутка Л. 
Следовательно, средняя скорость не есть постоянная величина, а пере¬ 
менная, В различные промежутки времени она различна. 

Но первое слагаемое 2а/, не меняется с изменением А. Оно остается 
одним и тем же, какой бы мы ни взяли промежуток. Следовательно, 
первое слагаемое есть величина постоянная. 

Таким образом, равенство (4) показывает, что средняя скорость можег 
быть представлена в виде суммы двух величин: постоянной и переменной. 

Ясно, что эта переменная величина ак будет тем меньше, чем меньше А. 
Поэтому в равенстве 

ѵ сѵ =2аі л \ ак (5) 

при малых промежутках главную роль будет играть первое слагаемое. 
При чрезвычайно же малых значениях А с практической точки зрения 
мы можем просто пренебречь этим вторым слагаемым, отбросить его, и 
тогда получим приближенное равенство 

ѵ = 2а/,. 

ср. і • 

Величина 2а/, и есть так называемая истинная скорость точки в мо¬ 
мент /,. 

Чтобы теперь получить точное определение истинной скорости, будем 
рассуждать так. Переписав равенство (5) в такой форме: 

ѵ ср —‘2аі л = ак, (6) 

вообразим, что промежуток к меняется, становясь все меньше и меньше. 
С уменьшением его правая часть равенства тоже будет уменьшаться, и 
ясно, что ее можно сделать как угодно малой, если только взять А 
достаточно малым. 

Когда А меняется, в левой части ѵ ' тоже меняется, но 2а/, остается 
постоянным. 

Таким образом, левая часть есть разность между переменной величиной 
ѵ СРл и постоянной 2а/ г Равенство же (6) показывает, что если А будет 
беспредельно уменьшаться, то разность ѵ ср —2а/, между переменной 
величиной ѵ ср § и постоянной 2а/, может сделаться и оставаться как 
угодно малой. 

Если переменная величина х изменяется так, что абсолютная 
величина разности х — с между нею и некоторой постоянной вели¬ 
чиной с может сделаться и оставаться как угодно малой, то эта 
постоянная величина называется пределом переменной величины. 

Так как разность ѵ ер —2а/, может сделаться и оставаться как угодно 
малой, то, следовательно, 2а/, есть предел величины ѵ : 

2а/, — прелел ѵ 

ь 



Но мы назвали 2 аі^ истинной скоростью. Следовательно, 

истинной скоростью точки в какой-нибудь момент называется 
предел ее средней скорости. 

Обозначая истинную скорость точки М в момент і г мере* ѵ у имеем 

ѵ = 2 а/ г 

Если же вместо і л снова напишем то можем сказать, что истинная 
скорость ѵ в момент і точки, движущейся по закону $ = а/ 2 , опреде¬ 
ляется по формуле 

ѵ = 2 аі. 

Отметим, что для вывода этой формулы нам пришлось опираться на по¬ 
нятие предела. 

§ 5. Основные понятия анализа. 

Мы решили задачу об определении истинной скорости равномерно 
ускоренного движения. Рассмотрим кратко ход наших рассуждений. 

Взяв уравнение равномерно ускоренного движения 5 = аі , мы обо¬ 
значали через / путь, проходимый точкой в течение промежутка А, начи¬ 
нающегося с момента і ѵ и нашли, что 

I = 2 аі^Н -}- аА 2 . 

Отсюда мы заключили, что средняя скорость точки М за этот промежу¬ 
ток Л определяется по формуле 

ѵ ср. = 2аі 1 -и А » 

откуда ѵ ср% — 2 аі г =аН. 

Предполагая, что промежуток А становится все меньше и меньше, 
мы определили истинную скорость точки как предел ее средней скорости 
при бесконечно уменьшающемся промежутке. 

Рассмотрим, с какими понятиями мы встречаемся при этом рассуждении. 

Прежде всего мы имеем равенство 

5 = аі 2 . (1) 

В это равенство входят три величины: а и і. Из них две, 5 и 

і ,— переменные, третья а — постоянная. 

Следовательно, н нашей задаче мы встречаемся с величинами двух 
родов: с постоянными и переменными. 

Каждая величина может быть измерена соответствующей ей единицей 
меры. В результате измерения получается число, называемое числовым 
значением величины. Таким образом, понятие о числе нам необходимо 
при изучении свойств величин. Следовательно, кроме понятия величины, 
мы при решении нашей задачи встречаемся еще и с понятием числа. 

Вернемся снова к равенству 

з = аі 2 . 

Нетрудно подметить весьма существенное различие между перемен¬ 
ными величинами ^ и /, Мы можем брать различные промежутки времени. 
Но если мы возьмем какой-нибудь промежуток, то путь, проходимый 
точкой в этот промежуток, будет вполне определенный путь. Мы говорим, 
что длина пути зависит от промежутка, в течение которого он пройден. 
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Точно так же из равенства 

ѵ с Р . = 2а/ г ЬяЛ 

ясно, что значение средней скорости зависит от того промежутка, за 
который она рассматривается. 

Мы видим, что в нашей задаче мы встречаемся с понятием зависи¬ 
мости величин друг от друга. 

Зависимые величины называются функциями. Следовательно, кро¬ 
ме понятий числа, постоянных и переменных величин, мы имеем еще 
• понятие функции. 

Наконец, определяя истинную скорость как предел средней скорости, 
мы встречаемся с понятием предела. 

Основными понятиями анализа являются следующие: 

1) понятие числа, 

2) понятия постоянной величины и переменной, 

3) понятие зависимой величины, или функции, 

4) понятие предела. 

С этими понятиями мы встретились при решении такой сравнительно 
простой задачи, как задача об определении истинной скорости точки, 
движущейся равномерно ускоренно. Но если эти понятия необходимы 
при решении простых задач, то, естественно, они тем более необходимы 
при решении задач более сложного типа. И действительно, понятия 
числа, величины, функции и предела являются своего рода азбукой для 
всей современной высшей математики. Но для того чтобы читать, надо 
не только изучить всю азбуку и не только научиться соединять буквы 
в слоги и слова, но надо достигнуть того, чтобы этот процесс протекал 
в нашем Сознании легко и быстро. Точно так же, прежде чем присту¬ 
пить к различным приложениям Анализа, необходимо овладеть указан¬ 
ными выше понятиями числа", величины, функции и предела. Тот отдел 
математики, который занимается изучением основных свойств этих поня¬ 
тий, называется введением в Анализ. Изложению его и посвя¬ 
щена эта книга. Оказывается, что эти понятия не так просты, как они 
представляются на первый взгляд. Для своего полного выяснения они 
требуют ряда вспомогательных понятий. Поэтому читатель должен на 
некоторое время вооружиться терпением. Он должен сначала постепенно, 
шаг за шагом, рассмотреть существенные свойства этих понятий. Только 
тогда он с успехом может приступить и к приложениям этих понятий 
к различным вопросам. И пусть он твердо помнит: чем медленнее он 
будет итти вначале, тем быстрее он пойдет потом. Напротив, чем быст¬ 
рее и поверхностней он ознакомится с началами анализа, тем, как пока¬ 
зывает опыт, он все медленнее и медленнее будет итти вперед до тех 
пор, пока не почувствует, что дальнейшее движение вперед для него 
невозможно, если он не вернется назад, чтобы снова усвоить то, изу¬ 
чением чего он пренебрег в свое время. 

§ 6. Заключение. 

I Основные понятая анализа — наело, переменная величина, 
функция и предел. 



ГЛАВА 


ВТОРАЯ ' 


ЧИСЛО И ДЕЙСТВИЯ НАД ЧИСЛАМИ. 

Число есть тот основной материал, из которого строится современ¬ 
ный Анализ. Но сам Анализ не занимается исследованием свойств чисел. 
Эту задачу он предоставляет теоретической арифметике, пользуясь резуль¬ 
татами, добытыми ею, как готовым материалом. 

Ниже мы рассмотрим те свойства чисел, которые наиболее необхо¬ 
димы для построения Анализа. • 

§ 7. Различные классы чисел. 

Крайне медленным и тяжелым процессом развивалось понятие числа, 
пока оно не достигло современной степени развития, когда мы можем 
различать несколько классов чисел. 

Среди них на первом месте стоят те числа, которые в настоящее 
время мы называем целыми и положительными. В своей совокупности 
они образуют так называемый натуральный ряд чисел,—тот ряд 

1, 2, 3, 4, 5,,.., 

который, Начинаясь с единицы, может быть продолжен как угодно да¬ 
леко. Поэтому говорят, что натуральных чисел бесконечное множество. 

К ряду целых натуральных чисел принадлежит также и число 
нуль. 

Понятие целого числа развилось под давлением потребности счета. 
То же давление жизненных потребностей привело и к понятию дробного 
числа. 

Целые и дробные числа объединяются в один класс под общим 
названием рациональных, или соизмеримых чисел. 

Дальнейшее развитие понятия числа уже шло исключительно под 
давлением научных потребностей. Существование несоизмеримых отрез¬ 
ков заставило ввести иррациональные числа, называемые также несоизме¬ 
римыми. 

Рациональные и иррациональные числа объединяются в один 
класс под общим названием арифметических чисел. 

Если х — арифметическое число и если *<1, то очень часто гово¬ 
рят, что х — правильная дробь. Этого способа выражения надо избегать. 

Число, меньшее единицы, может быть как дробным; так и несоизме¬ 
римым. Поэтому нельзя называть правильной дробью всякое число, 
меньшее единицы. 

Также отметим, что когда речь идет о числах, то прилагательные 
„рациональное* 1 и „соизмеримое", с одной стороны, „иррациональное* и 
„несоизмеримое" —с другой, вполне равноправны и могут заменять одно 
другое. Но не принято два отрезка называть относительно друг друга 
рациональными или иррациональными. Два отрезка или соизмеримы, или 
несоизмеримы. 
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Развитие понятия чисел не остановилось на несоизмеримом числе. 
Невозможность из меньшего числа вычесть большее заставила ввести 
отрицательные числа. В свою очередь, невозможность извлечь квадрат¬ 
ный корень из отрицательного числа принудила ввести мнимые числа. 

Отрицательные и арифметические числа объединяются в один 
класс под общим названием действительных, или вещественных 
чисел. 

Все арифметические числа, кроме нуля, называются также 
положительными числами. 

Нуль не причисляется ни к классу положительных чисел, ни 
к классу отрицательных. Он называется нейтральным числом. 

Следовательно, будет неправильно сказать, как часто говорят, что 
действительные числа распадаются на два класса: на положительные и 
отрицательные. Надо сказать, что действительные числа состоят из трех 
классов*: положительных, отрицательных и нейтральных. 

Но класс нейтральных чисел заключает в себе только одно число: 
нуль. 

Для Анализа одинаково важны как действительные числа, так и 
мнимые. Но в своих началах Анализ имеет дело исключительно с дей¬ 
ствительными числами. Поэтому ниже мы только их свойства и будем 
рассматривать. Поэтому же 

в дальнейшем под числом без всякого прилагательного всегда 
надо разуметь только действительное число. 

Что же касается мнимых чисел, то они для нас на первое время 
просто как бы не будут существовать. 

« 

§ 8. Обозначение чисел буквами. 

Положительные числа обозначают, ставя перед арифметическим чис¬ 
лом знак плюс. Для обозначения отрицательного числа перед арифме¬ 
тическим числом ставят знак минус. 

Так как положительное число есть только другое название арифме¬ 
тического числа, не равного нулю, то, например, обозначения 

+ 5 и 5 

суть обозначения не двух чисел различных родов, хотя бы и равных между 
собой, но лишь два различных обозначения одного и того же числа. 

Знаки плюс и минус, когда они употребляются при обозначении 
положительных и отрицательных чисел, называются знаками характери¬ 
стики числа; следовательно, 

надо различать знаки плюс и минус как знаки действий и 
как знаки характеристик чисел. 

В связи с этим также необходимо остерегаться одной грубой ошибки, 
которую, к сожалению, часто делают, считая, что (4-д) всегда обозна¬ 
чает положительное число, а (— а) — отрицательное. 

Когда перед каким-нибудь выражением стоит множителем единица, 
взятая со знаком плюс или минус, то обычно пишут только один знак, 
опуская единицу. Следовательно, например, выражение 

— (а+Ь) 

есть обозначение произведения (а-\-Ь) на—1. 
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Соответственно с этим выражения а и —а суть сокращенные 
обозначения произведения числа а на +1 или —1, а именно: 

+а = 1-1 - а, —а = — 1 - а. 


Отсюда ясно, что 

выражение + а всегда обозначает то же число, которое обо¬ 
значено буквой а; 

выражение —а всегда обозначает то число, которое получим, 
если у числа, обозначенного буквой а, изменим его знак на 
обратный. 

Поэтому — а может быть как положительным, так и отрицательным, 
в зависимости от того, какое число обозначено буквой. Если а поло¬ 
жительно, то —а отрицательно; но если а отрицательно, то —а поло¬ 
жительно. Так, например, если а—+ 5, то — а = — 5; но если а — —7, 
то — + 7. 


§ 9. Неравенства. 

С неравенствами в элементарной математике приходится иметь дело 
сравнительно редко. Напротив, в Анализе роль их чрезвычайно велика, 
потому что без них не обходится почти ни одно доказательство. 

Понятие о неравенстве вводится так: 

Если разность а—Ь двух действительных чисел а и Ь поло¬ 
жительна, то говорят, что число а больше числа Ь 9 а число Ь 
меньше числа а . 

Из этого определения следует, что 

всякое положительное число больше нуля, всякое отрицатель¬ 
ное число меньше нуля. 

Действительно, всегда 


а — 0 = а; 

поэтому, если а положительно, то и разность а — 0 тоже положительна, 
а потому а^> 0. Если же а отрицательно, то та же разность отрица¬ 
тельна, а потому 0. Теорема доказана. 

Мы видим, что, как было раньше указано, нуль занимает особое 
место среди чисел. Не будучи сам ни положительным, ни отрицательным, 
он отделяет положительные числа от отрицательных. Ввиду этого его 
свойства запись 

а> 0 

обыкновенно читают не так: 9 а больше нуля 4 *, а так: „а положительно*. 
Точно так же, если утверждают, что а отрицательно, то это утвержде¬ 
ние записывают так: 

а <0. 

На перечислении общеизвестных свойств неравенств и их доказа¬ 
тельствах мы не будем останавливаться. Обратим внимание только на 
то, что 

умножать и делить члены неравенства можно только на поло¬ 
жительные числа; если же члены неравенства множатся или де¬ 
лятся на отрицательное число, то тогда необходимо изменить 
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знак неравенства на обратный. Поэтому если в<4 и с положи¬ 
тельно, то 

.. а Ь 

ас<Ьс, —; 

но если с отрицательно, то 

. . а ^ Ь 

ас>Ьс, —>—. 

с с 

Ввиду важности этою свойства неравенства напомним его доказательство. 
Пусть дано, что 

а>Ь, (1) 

где каждое из чисел а и Ъ может быть как положительным, так и отрицатель* 
ным. По определению, неравенство (1) обозначает, что разность 

а-Ь (2) 

положительна. Умножая ее на положительное число г, мы получим положитель¬ 
ную разность 

ас — Ьс , (3) 

а потому 

ас > Ьс . (4) 

Но если с отрицательно, то, умножая на него положительную разность (2), 
мы получим уже отрицательную разность (3), а потому теперь 

ас < Ьс . ' ( 5) 

Видим, что из (1) следует (4) только, если с положительно. 

Относительно деления доказательство очень просто. Вместо того чтобы де* 

лить на с , можно умножить на Поэтому, умножая обе части неравенства (1) 

1 

на —, заключаем: 
с 

а ^ Ь . Л 

— > — , если с> О, 
с с 

— < —, если с < 0. 

с • с 

Теорема доказана. 

Заметим, что если о двух числах а и Ь известно, что а не меньше 
А, но неизвестно, что а больше или, быть может, равно Ь л то это за¬ 
писывают так: 

а^Ь, 

что читается так: „а больше или равно Ь ш . 

Точно так же запись 

а^Ь 

читается так: .а меньше или равно Ь и . 

Чтобы записать, что а не равно Ь , пишут 

афЬ, 

т. е. знак равенства перечеркивают. 

От понятий .больше* и .меньше* надо отчетливо отличать понятия 
„больше на...", .больше во...", „меньше на...", „меньше во...*. 

12 



Если а их положительны, причем х > 1, и если 

Ь — ха, 

то Ь^>а. В этом случае говорят, что Ь больше а в х раз. Точно так 
же, если 

а 

С= Х ’ 

то говорят, что с меньше а в х раз. 

Если г положительно и 

а = а г. 


то говорят, что сі больше а на а а меньше <1 на г. 

В этих случаях, если одно число больше в несколько раз другого 
числа, или больше его на некоторое положительное число, то первое 
число действительно больше второго. 

И вот вошли в обычай следующие выражения. 

Каково бы ни было число л:,— безразлично, положительное 
или отрицательное, большее или меньшее единицы, — а также ка¬ 
ковы бы ни были числа а и Ь, всегда: 

1) если а = Ь^гХ, Ь = а — х, то говорят, что а больше Ь на х, 
а Ь меньше а на х; 


2) если а — хЬ , Ь =— , то говорят, что а больше Ь в х раз, 
х 


а Ь меньше а в х раз. 

Например, 

В то же время 


4<6. 


2 2 

4 больше 6 в — раза, потому что 4 = — -6 
о о 

4 больше 6 на — 2, потому что 4 = 6 —(- —2) 

3 3 

4 меньше 6 в ~ раза, потому что 4=6: — 

« * 


•4 меньше 6 на 2, 


потому что 4 = 6 — 2. 


Вообще каковы бы ни были числа а и всегда а одновременно 
и больше Ь в несколько раз, и в то же время меньше его в несколько 
раз; также а больше Ь на некоторое число и меньше его на некото¬ 
рое число. Надо резко отличать понятие „больше" от понятий „больше 
во...* и „больше на...*, а также понятие „меньше* от понятий „меньше 
во...* и „меньше на..." 


§ 10. Вообще положительные и вообще отрицательные числа. 

В связи с понятием неравенства отметим понятия о вообще положи¬ 
тельном и вообще отрицательном числе. 

Пусть х — некоторое число, относительно которого известно, что 
оно не отрицательно. В таком случае нельзя сказать, чго оно положи¬ 
тельно, потому что оно может равняться нулю. Говорят, что оно вооб¬ 
ще положительно. 

Вообще положительным называют всякое число, которое или 
положительно, или равно пулю. 
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Вообще отрицательным называют всякое число , которое или 
отрицательно, или равно нулю. 

Следовательно, всякое положительное число есть в то же время и 
вообще положительное. Но если число вообще положительно, то оно 
может и не быть положительным; оно может равняться нулю. 

Если относительно а известно, что оно положительно, то это запи¬ 
шется так: 

а> О* 

Но если о нем известно только то, чю оно вообще положительно, 
то это запишется так: 

а^О. 

Точно так же запись 

а<0 

должна читаться так: „а отрицательно - ; запись же 

0 

должна читаться так: „а вообще отрицательно - . 

§ 11. Модуль. 

Понятие модуля играет в анализе такую же большую роль, как и 
понятие неравенства. 

Определение. Модулем, или абсолютной величиной положи* 
тельного числа называется само это число. 

Модулем, или абсолютной величиной отрицательного числа 
называется само это число, взятое с обратным знаком. 

Следовательно, модуль, или абсолютная величина числа 5 есть 5; 
модуль, или абсолютная величина числа — 5 есть тоже число 5. 

Модуль нуля принимается равным нулю. 

Оба термина — „модуль" и „абсолютная величина" — вполне равно¬ 
правны и употребляются одинаково часто. 

Модуль числа обозначают, помещая символ числа между дву¬ 
мя вертикальными черточками. Следовательно, модуль числа, обо¬ 
значенного буквой а, обозначается так: | а |. 

Поэтому мы можем написать, например, следующие равенства: 

Ц-11| = |11| = 11; | 8 | — 8; |0| = 0. 

Такое обозначение модуля введено Вейерштрассом, знаменитым гер¬ 
манским ученым. Это обозначение оказалось настолько удобным, что 
в настоящее время оно является общепринятым. 

Из определения понятия модуля следует , что если а — положительное 
число, то 

|в I = Л. 

Но есіи а —отрицательное число, то 

\а\ — — а. 

На это свойство модуля необходимо обратить внимание. 

Теорема. Из двух отрицательных чисел больше то, модуль ко¬ 
торого меньше. 
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( 1 ) 


Пусть а и Ь — два отрицательных числа и пусть 

|в|<1А|. 

'I 

Трк как а и Ь отрицательны, то 

а = — \а\, Ь = — \Ь\, 

а потому 

а — Ь = \Ь\ — \а\. 

Благодаря (1), правая частъ этого равенства , а потому и лева я, поло¬ 
жительны. Следовательно, 

а>Ь. (2) 

Мы видим, что из (I) следует (2). Теорема доказана. 

В связи с этой теоремой необходимо заметить, что два неравенства: 

а<Ь (3) 

М<И (4) 

могут иметь место одновременно, но могут и не иметь его. Если мы 
имеем (3) и если а и Ь оба положительны, то необходимо имеем и 
(4). Но если а и Ь оба отрицательны, то тогда, напротив, 

І«І>|*|. (5) 

Наконец, если а отрицательно, а Ь положительно, то возможно как (4), 
так и (5). Таким образом, зная, что справедливо неравенство (3), мы на 
основании только этого ничего не можем утверждать о неравенстве (4), 
и обратно — из (4) ничего нельзя заключить о (3). 

Принято говорить, если а <6, что а алгебраически меньше Ь. 
Если же |а|<|б|, то принято говорить, что а численно меньше 
Ь у или что а арифметически меньше &, или что а меньше Ь по 
абсолютной величине. 

Следовательно, возможно, что одно число, будучи алгебраически мень¬ 
ше другого, арифметически больше его. Так, например, — 7 арифмети¬ 
чески больше 3, но алгебраически меньше его. 

Мы докажем теперь следующее чрезвычайно важное свойство модуля 
суммы, которым нам постоянно придется пользоваться. 

Теорема. Модуль алгебраической суммы всегда меньше или 
равен сумме модулей слагаемых. Следовательно, всегда 

|+а+6 + г+. .. + й|^|.а|-|-|й|+|^І + --* + |^|- (1) 

Обозначив сумму данных слагаемых через х% имеем: 

Среди этих слагаемых, вообще говоря, некоторые положительны, 
некоторые отрицательны. Пусть /?, ..., г — положительные слагаемые; 

через р', г 9 обозначим абсолютные величины отрицательных сла¬ 

гаемых. В таком случае 

х*-р + 9 + ...±г — р , — д , — ...—г. 


ІО 



то 


Если же для сокращения письма мы положим, что 

5 ■= Р + Я + • • - + г » = Р' + - • -4“Л 


X 


= 5 — 5 . 


Возможны два случая: или или $<Ѵ. 

Если то х положителен или нуль, а потому \х\ — х у т. е. 

I х \ == 5 

Но если то х отрицателен, и 

М—*’—*• 

В том и другом случае 

1^1 = 5 + 


причем знак равенства будет иметь место тогда и только тогда, когда 
случайно или 5, или $ г равно нулю, т. е. когда слагаемые или все 
положительны, или все отрицательны. 

Так как 5 есть сумма всех модулей положительных слагаемых, а 
ѵ есть сумма всех модулей отрицательных слагаемых, то 5 + есть сум- 
. од модулей всех слагаемых, т. е. 

$ + *' = І а | + іМ-Н с І + --- + І<2|. 

а потому 

Принимая во внимание значение х, получаем соотношение (1), и 
теорема доказана. Согласно этой теореме мы имеем право, например, 
написать, что 

| — 5^-13 — 126 — 17 1^1 — 5 |4-| 13Ц- 1 — 126 1-Н — 17|^5 + 

+ 13 + 126+17. 


Теорема* Модуль разности больше или равен разности между 
модулем уменьшаемого и модулем вычитаемого. Следовательно, 
всегда 

|а-й|^|а|-|*|. (1) 

Пусть 

а — Ь = с. 


Следовательно, 

По предыдущей теореме 


а = Ь-\-с. 


откуда заключаем, что 

м^м-м> 


т. е. имеем (1). Теорема доказана. 

Замечание. Если мы у числа переменим знак, то модуль числа 
не изменится. Поэтому всегда 

\—а\ = \а\. 

Отсюда, между прочим, следует, что 

\а — Ь\ = \Ь — а\. 
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По доказанному 


|*-я|^|Н —|а|, 

а потому рядом с неравенством (1) всегда справедливо также и нера¬ 
венство 

| в |. 

То, что всегда имеет место равенство (2), необходимо усвоить. Так¬ 
же необходимо обратить внимание на то. что правая часть неравенства 
(1) может быть отрицательной. Эго будет в том случае, когда |а|<|А|. 

Теорема. Модуль произведения равен произведению нодулей 
сомножителей. Модуль частного равен частному от 
делимого на модуль делителя. Следовательно, 



Это прямо вытекает из свойств умножения и делящая 

V 

§ 12. Действия над числами. 

Над числами мы можем производить различные действ»! 
вия разделяются на два обширных класса: на алгебрические и транс¬ 
цендентные. 

Алгебраическими действиями называются три прямых действия: 
сложение, умножение и возвышение в целую положительную сте¬ 
пень, и три им обратных: вычитание, деление и извлечение корня. 

Все остальные действия называются трансцендентными. 

При этой классификации возвышение в отрицательную целую сте¬ 
пень рассматривается не как одно действие, а как комбинация двух 
алгебраических действий: возвышения в целую положительную степень 
и деления: 

а- т = — . 


Так же и возвышение в дробную степень рассматривается как 
комбинация двух действий: возвышения в целую степень и извлечения 
корня: 



Но если возвышение в любую степень рассматривать как одно дей¬ 
ствие, то тогда возвышение в целую степень, как положительную, так 
и отрицательную, равно как и возвышение в дробную степень, т. е. 
вообще возвышение в любую рациональную степень, надо рассматривать 
как алгебраическое действие. Что же касается извлечения корня, то это 
действие можно рассматривать как частный случай возвышения в дроб¬ 
ную степень. Поэтому понятию об алгебраическом действии часто дают 
и такое определение: 

Алгебраическими действиями называются следующие пять 
действий: сложение, вычитание, умножение, деление и возвыше¬ 
ние в рациональную степень. 

2 Курс математического ашізм а 
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Но возвышение в несоизмеримую степень относится уже к классу 
трансцендентных действий. Кроме этого действия, в элементарной ал¬ 
гебре изучается еще только одно трансцендентное действие: логарифми¬ 
рование. 

Предполагая основные свойства алгебраических действий известными 
из элементарной алгебры, мы не будем останавливаться на них. Отметим 
только своеобразное отношение нуля к действиям сложения и умножения. 

Нуль как слагаемое можно прибавлять и вычитать, не меняя 
суммы: 

а -|- 0 = а. 


Если из множителей хоть один равен нулю, то произведение 
равно нулю: 


а-0=:0. 


Также необходимо заметить, что вычитание можно всегда заменить 
сложением. В самом деле, 

а — Ь — — Ь ). 


Следовательно, разность между числами а и Ь мы всегда можем рас¬ 
сматривать как сумму чисел а и — Ь. Поэтому всякое выражение вида 

а — Ь — с + а—/ 

мы можем рассматривать как сумму чисел а, — Ь % — с, Л и — /. 

§ 13. Деление на нуль. 

На делении на нуль необходимо остановиться. Разделить число а 
на число Ь по определению деления—значит найти такое число х у 
при котором имеет место равенство 

а = Ьх. 

В теоретической арифметике доказывается, что если делитель Ь не 
равен нулю, то такое число х всегда существует, притом только един¬ 
ственное. Следовательно, деление на всякое число, не равное нулю, 
есть действие, всегда возможное. 

Рассмотрим деление на нуль. По определению, чтобы разделить а 
на нуль, мы должны найти число дг, удовлетворяющее равенству 

а = 0-дг. (1) 

Но каково бы ни было х у из этого равенства немедленно же следует 
равенство 

а — 0. 

Поэтому ясно, что если а не равно нулю, то нельзя найти ни одного 
числа, удовлетворяющего равенству (1). Следовательно, деление на нуль 
числа, не ровного нулю, есть действие невозможное 

Пусть теперь требуется разделить нуль на нуль, т. е. пусть требу¬ 
ется найти число х 9 удовлетворяющее равенству 

0 = 0-х. 
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Но это равенство справедливо, каково бы ни было л:. Иными слова¬ 
ми, это значит, что за частное от деления нуля на нуль можно принять 
любое число. Следовательно, деление нуля на нуль есть действие неопре¬ 
деленное, — неопределенное в том смысле, что оно не определяет ника¬ 
кого числа. , 

Из всего изложенного ясно, что деление на всякое число, не равное 
нулю, всегда возможно и есть действие, вполне определенное; деле¬ 
ние же на нуль есть действие или невозможное, или неопределенное. 

Но рассматривать действие, не дающее определенного результата, 
не имеет никакого смысла. Поэтому мы раз навсегда откажемся от де¬ 
ления на нуль, признавая его вообще невозможным, и для будущего 
будем руководствоваться следующим правилом: 

Деление на всякое число, кроме нуля, возможно; деление же 
на нуль невозможно. 

Как следствие отметим, что из равенства 

ас = Ьс (2) 

следует, что 

а — Ь (3) 

тогда и только тогда, когда с не равно нулю. 

Действительно, разделить равенство (2) на с мы имеем право только 
при условии, что сф 0. Но если с = 0, то из равенства (2) вовсе не 
следует (3). Так, например, из того, что 

3.0 = 5-0, 

не следует, что 

3 = 5. 

Вероятно, почти всякому приходилось слышать о так называемых матема¬ 
тических софизмах, в которых доказывается, например, что 2 = 3. Очень многие 
из этих софизмов построены на том, что где-нибудь в цепи доказательств неза¬ 
метно производят деление на число, равное нулю. Рассмотрим одно из таких 
доказательств. 

Нам говорят: пусть 

л = 1, Ь = 2. 

Следовательно, 

Ь = 2а. 

Прибавив к обеим частям равенства по 4 а, имеем 

4а + Ь = 6а. 

Вычитая из обеих частей по 3 Ь, получаем 

4а— 2Ь = еа — 3$, 
или 

2 (2а — &) = 3 (2д — Ь). 

Разделяя это равенство на 2а — Ь, заключаем, что 

2 = 3. 

Где же ошибка? Все правильно, за одним исключением. Делить на 2а — Ь 
мы не имели права, потому что в нашем случае 2а—Ь = 0. 

Так как частное мы всегда можем представить в виде дроби, знаме : 
нателем которой служит делитель, и так как деление на нуль невозможно, 
следовательно, 

знаменателем может быть всякое число, за исключением нуля; 
нуль не может стоять в знаменателе. 

2 * 
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Поэтому такое выражение, 1 ?как 

О ’ 

пока для нас нс имеет никакого математического смысла. 

§ 14. Основные законы действий. 

Сложение, вычитание, умножение и деление называются основными 
действиями. Из них сложение и умножение подчиняются трем так назы¬ 
ваемым основным законам. Эти законы: переместительный, или комму¬ 
тативный; сочетательный, или ассоциативный; распределительный, или 
дистрибутивный. 

Переместительный, или коммутативный закон . Сумма чисел 
не зависит от порядка слагаемых и с изменением его не меняется: 

а + Ь + с = с + а + Ь = Ь + с + а. (1) 

Произведение чисел не зависит от порядка множителей и с из¬ 
менением его не меняется: 

аЬс=Ьса = саЬ. (2) 

Сочетательный, или ассоциативный закон . Сумма, каждое 
слагаемое которой есть сумма данных чисел, равна сумме всех 
данных чисел: 

{а Ь с) -|- (й -{- к -(- /) = а Ь -|- с -4* й Ц- к 4- I. (3) 

Произведение, каждый множитель которого есть произведение 
данных чисел, равно произведению всех данных чисел: 

( аЬс ) (ЛМ) (рдг) = аЬсйЫрчг. (4) 

Распределительный, или дистрибутивный закон. Произведе¬ 
ние суммы чисел на данное число равно сумме произведений ка¬ 
ждого слагаемого на данное число: 

(а + Ь +... + с) п = ап + Ьп +... + сп. (5) 

На последнем законе, если читать равенство (5) справа налево, 
основывается правило выноса общего множителя. Но не надо думать, что 
вынести число общим множителем можно только тогда, когда фактически 
все слагаемые имеют его своим множителем. Этот общий множитель 
всегда может быть создан. Пусть, например, имеем алгебраическую 
сумму 

а -V- Ь — с — й. 

В этой сумче мы можем вынести любое число к , не равное нулю, 
как общий множитель. Имеем 

а-\-Ь с — <і=~к-\-—к-—к — — к, 
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а потому 


и —|— Ь — с — сі — к 



С 

т 


л 

к 


)■ 


Вынести из суммы общим множителем какое-нибудь число к — 
значит представить сумму в виде произведения числа к на новую 
сумму, слагаемые которой равны слагаемым данной суммы, делен¬ 
ным на к. 

Так, например, из суммы 

'дх 2 у 7 -}■ 2л:> в 4- х*у ъ 

можно вынести общим множителем не только ду 5 , но также, например 
н х 2 у°. Имеем, деля каждое слагаемое на х 2 у°: 

3 х 2 у 7 -4 ? Х У 6 4" хв У 5 — х2 У с (зу 4" — 4" ~) • 

\ х у I 

Вынося д: 8 , получим 

+ 2л-у + лу = ** 

и т. д. 

§ 15. Степень. 


Понятие о степени сначала вводится только для целых и положитель¬ 
ных показателей с помощью следующего определения: если т — целое 
и положительное число, то 

а т — а-а-а ... а, 

где в правой части т множителей. 

Это понятие, как известно, постепенно может быть обобщено на 
случай как дробных, так и несоизмеримых показателей, как положитель¬ 
ных, так и отрицательных. В результате такого обобщения показателем 
может быть любое действительное число. Но только при этом наблю¬ 
дается тот любопытный факт, что при расширении области значений, 
возможных для показателя, область значений, возможных для основ ния, 
суживается. 

Действительно, если т — целое и положительное число, то равенство 
■ а т = а • а • й ... а • а 


имеет смысл при всяком как положительном, так и отрицательном а . 
Оно имеет смысл даже и при а мнимом. Следовательно, 

если показатель — целое и положительное число, то основание 
может быть любым действительным числом. 

Но это утверждение уже несправедливо при целом и отрицательном 
показателе. По определению 


а~ т = 


1 


а 


т * 


Так как нуль не может стоять в знаменателе, то это определение 
имеет смысл только при а , не равном нулю. Следовательно, 

при целом и отрицательном показателе основание может быть 
любым действительным числом, кроме нуля. 
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Мы видим, что уже при целых и отрицательных показателях область 
значений, возможных для основания, сузилась. Правда, она уменьшилась 
только на одно число — нуль, но все-таки уменьшилась. 

Рассмотрим теперь дробные показатели. По определению, если р и 
(] — целые числа, то 

— <7 — 

а я = у а Р. ( 1 ) 


Согласно этому определению понятие о дробном показателе тесно связано 
с понятием действия извлечения корня. Но извлечение корня с четным 
показателем из отрицательных чисел приводит к мнимым числам, которые 
мы условились исключать из области наших исследований. Поэтому 
в равенстве (1), если р — нечетное, а ^ — четное, основание а не может 
быть отрицательным. Следовательно, 

если знаменаггель показателя — четное число, а числитель — не¬ 
четное, то основание должно быть положительным. 

Но даже и при положительном основании возникает одно затруднение 
в том случае, когда знаменатель д — четный, потому что корень четного 
порядка имеет два значения: одно положительное, другое отрицательное. 
Поэтому, например, если мы имеем степень 

4 * = (/ 4 ) 3 . 

-і 

то возникает вопрос: принимать ли, что 4 2 = + 8, или что 4 2 = — 8? 
Из этого затруднения мы выйдем, условившись в следующем: 

При определении значения степени согласно равенству 

а* = у аР 

условимся при четном ц всегда брать арифметический корень. 

Но если а отрицательно, то и при д нечетном возникает затруднение, 
которое ясно из следующего примера. 

_ 1 _ 

Пусть дана степень (—8) 3 . 

Кажется, что найти ее значение не представляет затруднении. Имеем 


- з - 


Но 


а потому 


(- 8 )*=, -8 = - 2 . 


_ 1 _ 

У 

± 6- 


(-8) 3 = (_ 8) в = /(—8)* = Ѵ^64 = / 4 , 


и опять встает вопрос о знаке перед корнем. 

Мы видим, что понятие степени при отрицательном основании пред¬ 
ставляет ряд затруднений уже при дробных показателях, тем более при 
несоизмеримых. Ввиду этого 

в дальнейшем мы будем рассматривать степени с дробными 
и несоизмеримыми показателями только при положительных осно¬ 
ваниях. 
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В связи с этим заметим следующее: если а>-0, то 

я — 

а я = I аР 9 

причем в правой части по условию корень арифметический, а потому 

р. 

ая положительно. Следовательно, 

если основание положительно, то сама степень тоже положи¬ 
тельна. 

Итак, при дробных и несоизмеримых показателях выражение а т всегда 
положительно и имеет смысл только при а положительном. 

§ 16. Квадратный корень. 

С квадратным корнем постоянно приходится иметь дело. 

Квадратный корень из отрицательного числа выражается через мнимое 
число. Но мы условились ограничиваться только областью действительных 
чисел. Поэтому ниже мы рассмотрим только тот случай, когда подкорен¬ 
ное количество положительно. 

Квадратный корень из числа А обычно обозначается так: 

Ѵа. ( 1 ) 

Но, как известно, всякое положительное число имеет два корня: один 
положительный, называемый также арифметическим, другой отрицательный. 
Поэтому выражение (1) по существу есть двузначное выражение. Согласно 
с этим нередко пишут, например, так: 

/9 = ± 3 . 

Часто, как, например, в высшей алгебре, оказывается очень целесо¬ 
образным сохранить за обозначением корня его двузначность. Но мы от 
нее раз навсегда откажемся. 

В дальнейшем под выражением ]/А всегда будем разуметь ис¬ 
ключительно только арифметический корень из числа А . 

Помнить об эгом условии чрезвычайно важно. Согласно ему написать 

V Л, или + VА, 

— это написать одно и то же. Но согласно тому же условию мы 
имеем право написать равенство 

/4 = 4-2, 

но написать равенства 

V 4 = — 2 или /4 = гп 2 

уже нельзя. Поэтому если требуется найти такое число г. относительно 
которого только известно, что 

г* = 9 , 

то нельзя писать 

г = /9 = ± 3 , 

что будет несогласно с нашим условием, а надо писать 

г = ±Ѵ' 9 . 
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Ввиду сказанного выражение і/Л лучше читать не так: „корень из А *, 
а так: „арифметический корень из А": 

Как ни просто это условие, о нем постоянно надо помнить, особенно 
в тех случаях, когда под корнем стоит выражение, из которого извле¬ 
кается, как говорят, точный квадрат. 

Пусть имеем выражение 


Будет чрезвычайно глубокой ошибкой, — которую, к сожалению, часто 
делают,— написать равенство |/ а 2 ~а. 

Равенство 

• Уа 2 вв 


справедливо только тогда, когда а положительно. Если же а отри* 
цательно, то оно должно быть_заменено равенством 

V а2 = — а. 


Но если а положительно, то 
Напротив, 


М = а. 


І а І — — а , 


если а отрицательно. Поэтому 

каково бы ни было а, всегда 


Особенно надо быть внимательным, когда под корнем стоит квадрат 
более или менее сложного выражения. Нельзя, например, писать 

V {х — I) 2 = х — 1 

без всяких оговорок. Надо добавить: „если х —1>*0, т. е. если 
л;2>1 а . Но если дг<1, т - е - если х — то 

4* V (х — 1)*= — (х — і). 

Следовательно, 

Ѵ~ (х —I) 2 — х —1, если д;^ 1, 

V [х— I) 2 — 1— х у если дг<і 1, (1) 

V (х — \ ) Л = \х — 1 [ — ' 1 — х\ при всяком X . 

Точно так же найдем, что 

V (2 — д:) 2 = 2— Ху если дг:§ 2, 

V* [2 —- д:) 2 = х — 2, если х^2. (2) 

Поэтому если требуется вычислить 

г = Ѵ[х — I) 2 + Ѵ(2 — х)\ 

то, принимая во внимание (1) и (2), найдем: 
если х 5^ 1, а потому и х < 2, то 

г = (\ — *) + (2 — х) = Ъ — 2ху 
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ели лг^І, но то 

* = (*— 1)-Н2 —*)=1; 


если х^2, то 

х — (х — 1) -|- (х — 2) = 2х — 3. 


Получаем таблицу 


/(Ь- дс)* + /(2 —*)*-= 


['3 — 2х, если л: ^ 1; 

1 я 

I 2х — 2, „ л* ^2. 


§ 17. Как пользоваться книгой. 

Книга напечатана двумя шрифтами, жирным и обыкновенным. 

Все напечатанное жирным шрифтом в своей совокупности составляет 
своего рода конспект. После изучения каждого параграфа, прежде чем 
переходить к следующему, необходимо проверить, вполне ли усвоено 
то, что напечатано в нем жирным шрифтом. 

Каждая глава снабжена заключением. Все, что изложено в нем, должно 
быть твердо, прочно и раз навсегда зафиксировано в памяти. 

§ 18. Заключение. 

1. Действительные числа разделяются на положительные, отрица¬ 
тельные и нейтральные. 

Класс нейтральных чисел состоит только из одного числа — нуля. 

2. Число —а может быть как положительным, так и отрицательным 
в зависимости от того, какое число обозначено буквой а. 

3. Деление на нуль есть невозможное действие. 

4. Умножать и делить обе части неравенства можно 
только на положительное число . 

5. Надо отличать понятии „больше" и „меньше" от понятий 
„больше во ...", „больше на ...“, „меньше во ..„меньше на .. 

6. Если а> 0, то [а| = а; если д<0, то |а|==— а. 

7. Модуль суммы меньше или равен сумме модулей сла¬ 
гаемых. __ 

8. Под обозначением А, если А положительно, разумеется 
всегда арифметический корень из А. Поэтому 

= если а>0, 

і/а 2 = — а , если О, 

и всегда 

= I а I • 

9. При дробных и несоизмеримых показателях основание степени 
должно быть положительным. Сама степень в •гаком случае всегда 
положительна. 



ГЛАВА 


ТРЕТЬЯ 


ЧИСЛО И ВЕЛИЧИНА. 

Рассмотрев основные свойства чисел, мы рассмотрим теперь роль их 
при изучении свойств величин. 

§ 19. Числовое значение величины. 

Велико многообразие величин. В геометрии мы встречаемся с дли¬ 
нами, углами, площадями, объемами. В механике к ним присоединяются 
массы, скорости, ускорения и силы всевозможных родов. Наконец, фи¬ 
зика прямо подавляет количеством изучаемых в ней величин. 

Но несмотря на все свое многообразие, величины обладают одним 
общим им всем свойством: каждая из них может быть измерена вели¬ 
чиной одного с нею рода, принятой за единицу меры. 

То число» которое получается как результат измерения данной 
величины величиной» принятой за единицу меры» называется чис¬ 
ловым значением данной величины. 

Так, например, если Р — вес тела, равный 5 кг, а потому 5000 г, то 
5—числовое значение этого веса, если за единицу меры принят килограмм. 
Но если за нее мы примем грамм, то числовое значение того же веса 
будет уже не 5, а 5000. Ясно, что 

числовое значение величины зависит от выбора единицы меры 
и меняется с ее изменением. 

Роль в науке числового значения величины весьма велика. Чтобы 
выяснить ее, рассмотрим два отрезка Р и <3, числовые значения кото¬ 
рых— в предположении, что единицей меры служит сантиметр,—обоз¬ 
начим через р и Следовательно, 

Р =2 р см , Я — д см. 

В сущности, над отрезками Р и 5, как отрезками, мы можем про¬ 
изводить только два действия: сложение и вычитание. Никаких иных 
действий производить над ними нельзя. Так, например, нельзя два от¬ 
резка перемножить между собой, или один отрезок возвести в степень 
другого отрезка, или взять логарифм от отрезка. Поэтому, если Р и ф — 
символы двух отрезков, то такие выражения, как, например, 

Р-Я. /*, 1е Л \^р, 

являются не математическими выражениями, а только рисунками, соста¬ 
вленными из математических знаков. 

Что сказано относительно отрезков, то справедливо и относительно 
всех величин. 

Над величинами всякого рода» как над величинами» можно про¬ 
изводить из действий, рассматриваемых в анализе» только два 
действия: сложение и обратное ему действие — вычитание. 
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Но над числовыми значениями, как нал числами, мы можем произ¬ 
водить самые различные действия. Только благодаря этому и получается 
возможность выражать в математических формулах те разнообразные 
соотношении, которые могут иметь место между величинами и которые 
выразить в такой форме мы были бы не в состоянии, если бы предва¬ 
рительно не связали с каждой величиной единственного числа, ее чис¬ 
лового значения. Так, например, теорема Пифагора о том, что квадрат 
гипотенузы равен сумме квадратов катетов, может быть представлена 
равенством 

с 2 = а 2 Ь\ 

Но в этом равенстве буквы обозначают не отрезки, не гипотенузу и ка¬ 
теты, а их числовые значения. 

Теоретическое значение понятия числового значения велико 
потому, что оно позволяет вводить в формулы вместо самих вели¬ 
чин их числовые значения. 

Чтобы получить эту возможность, при теоретических исследо¬ 
ваниях всегда предполагают, что каждая величина измерена соот¬ 
ветствующей ей единицей меры, благодаря чему с каждой величи¬ 
ной тесно связывается некоторое единственное число, а именно 
ее числовое значение, которое и входит во все формулы вмёсто 
самой величины. 

Но при этом наблюдается большое различие между выбором единицы 
меры в теории и в практике. В практической жизни, в конце концов, 
каким бы то ни было способом должно быть точно указано, какая 
именно величина принята за единицу меры. Не то в теории. 

Когда математик говорит: „пусть Р, С}, /? — отрезки, а /?, < 7 , г — 
их числовые значения", то напрасно мы его будем спрашивать, какие 
именно числа обозначают у него буквы р, л Он нам ничего не от¬ 
ветит, да и не может ответить, так как в действительности своих от¬ 
резков он не измерял, да и не мог их измерить, потому что фактиче¬ 
ски никакой единицы меры он не выбирал. Он только предположил, 
что она выбрана, и этого ему вполне достаточно. После этого он уже 
вправе считать, что каждый отрезок имеет свое числовое значение. При 
этом для него важно знать только то, что, например, р есть .числовое 
значение отрезка Р, но для него совершенно безразлично, какому 
именно числу равно р. В этом и заключается одна из причин, почему 
при чисто теоретических исследованиях мы всегда имеем дело не с 
числами, изображенными цифрами, а с буквами, обозначающими числа. 

§ 20. Действия над величинами. 

Мы уже указали, что над величинами, как таковыми, по существу 
можно производить только два действия: сложение и вычитание. Поня¬ 
тие числового значения позволяет, хотя бы только формально, а не по 
существу, расширить число действий над величинами. 

Вошло в прочный обычай величину и ее числовое значение 
обозначать одной и той же буквой; причем если эта буква входит 
в состав какого-нибудь математического выражения, то всегда, если 
только явно не указано противное, эту букву понимают не как 
символ самой величины, а как символ ее числового значения. 
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В связи с этим вошло также в прочный обычай действия, со¬ 
вершаемые над числовыми значениями величин, называть действия¬ 
ми над самими величинами. 

Так, например, постоянно встречаются такие выражения: „работа 
силы равна произведению силы на путь, пройденный точкой ее прило¬ 
жения", или: „скорость равна пути точки, деленному на время, в тече¬ 
ние которого пройден этот путь", 

В действительности сила не может быть умножена на длину, длина 
не может быть разделена на время. 

Если К — работа, совершаемая силой Г при перемещении точки ее 
приложения на путь /, или если ѵ — скорость точки, прошедшей путь 5 
в промежуток времени /, то в равенствах 

/? = /=Ч 
•“7 

буквы обозначают не эти величины, а их числовые значения. 

В действительности не работа равна силе, умноженной на путь , 
пройденный точкой ее приложения, а числовое значение работы при 
соответствующем выборе единиц меры равно числовому значению силы, 
умноженному на числовое значение пути, пройденного точкой приложе¬ 
ния силы. 

Точно так же не скорость равна отношению пути ко времени, а чи¬ 
словое значение скорости равно отношению числового значения пути 
к числовому значению соответствующего промежутка времени. 

Роль числового значения величины именно потому и чрезвычайно 
велика, что оно позволяет ввести в математические формулы величины, 
если не прямо, то косвенно через их числовые значения. И вообще не 
мешает помнить, что 

каждый закон природы, говорящий о какой-нибудь связи между 
величинами, говорит именно о величинах, а не об их числовых 
значениях, однако в математическую формулировку такого закона 
всегда входят не сами величины, а их числовые значения, хотя 
самим величинам, конечно, нет никакого дела до тех единиц, кото¬ 
рыми их-измеряют. 

Так, например, когда мы говорим, что по закону Ньютона между 
двумя материальными точками действует сила, прямо пропорциональная 
массе каждой точки и обратно пропорциональная квадрату расстояния 
между точками, то этот закон мы выражаем с помощью равенства 


где /, /я 1э т 2 , г обозначают не силу, массы и расстояние, а их число¬ 
вые значения. 

После этих общих замечаний о величине вообще рассмотрим их 
в применении к величинам некоторых родов. 

§ 21. Отрезок. 

Всякому отрезку мы приписываем длину. При этом необходимо раз¬ 
личать две длины: абсолютную и относительную. 
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Длина отрезка есть то его свойство, которое проявляется при сра¬ 
внении огрызков через наложение их друг на друга. Всем равным отрез¬ 
кам мы приписываем одну и ту же длину. Как таковая, она не зависит 
от выбора единицы меры. Эгу длину мы будем называть абсолютной 
длиной . Что же касается относительной длины, то 

относительной длиной отрезка называется числовое значение 
этого отрезка. 

Так как в дальнейшем при всех вычислениях мы всегда будем иметь 
дело не с абсолютной длиной отрезка, а с относительной, то 

в дальнейшем под длиной отрезка без всякого прилагатель¬ 
ного мы будем разуметь его относительную длину. 

Точнее это надо понимать так. Если мы, например, скажем: „пусть/— 
длина отрезкато под / в этот момент мы разумеем его абсолютную 
длину, но во всех формулах, в которые будет входить буква /, мы под 
нею должны разуметь уже не абсолютную длину, а относительную, т. е. 
просто числовое значение отрезка. 


§ 22. Вектор. 


Вектором называется всякий направленный отрезок, т. е. от¬ 
резок, мыслимый в связи с направлением. Отрезок в обычном 
смысле слова называется геометрическим отрезком. 

Из всякого геометрического отрезка АВ (черт. 4) 

можно получить два вектора: вектор АВ, направлен¬ 
ный от А к В, и противоположный ему вектор В А, 
направленный от В к А. 

Геометрической длиной вектора называется Черт. 4. 
длина того отрезка, из которого получен вектор. 

Кроме геометрической длины, каждый вектор имеет еще алгебраи¬ 
ческую, понятие о которой вводится так. 

Пусть ОН — прямая, принятая за ось. Для простоты представления 
предположим ее горизонтальной, направленной слева направо. Пусть АВ — 

отрезок, лежащий на ней, и I — его отно- 
Д в сительная длина (черт. 5). 

Из отрезка АВ можно получить дна 


-Н 


Черт. 5. вектора: вектор АВ, направленный оди¬ 

наково с осью, и вектор ВА , направленный 
противоположно ей. Длину первого вектора условимся принимать ра¬ 
вной -І-/, а длину второго равной — /, и назовем эту длину алгебраи¬ 
ческой длиной. Длина же самого отрезка АВ дает нам геометрическую 
длину каждого из этих векторов . 

Алгебраической длиной вектора называется его геометрическая 
длина, взятая со знаком плюс, если вектор направлен одинаково 
с осью, и со знаком минус, если вектор направлен противоположно 
оси. 

Алгебраическую длину вектора будем часто обозначать тем же сим¬ 
волом, каким обозначь и сам вектор. Очевидно, что 

модуль алгебраической длины вектора равен его геометриче¬ 
ской длине, 


29 



§ 23. Расстояние между точками на оси. 

Пусть Р($ — направленная прямая, принятая за ось (черт. 6). 

Если А и В—две точки на ней, то мы будем различать геометриче¬ 
ское расстояние между точками от алгебраического расстояния между 

ними. 

р_ А В _ Геометрическим расстоянием между точ- 

—» ками А и В называется длина отрезка, сое- 

Черт. 6. диняющего их. 

Это расстояние будем обозначать АВ или ВА. 
Очевидно, что геометрическое расстояние точки В от точки А равно 
геометрическому расстоянию точки А от точки В ; точно так же ясно, 
что геометрическое расстояние всегда положительно. 

Алгебраическим расстоянием точки В от точки А , которое 

обозначается так: АВ , есть алгебраическая длина вектора АВ. 

Так как векторы АВ и ВА не равны, но 


ВА = — АВ, 

поэтому надо различать алгебраическое расстояние точки В от точки А 
от алгебраического расстояния точки А от точки В . Эти расстояния равны 
по абсолютной величине и противоположны по знаку. Следовательно, 
когда речь идет об алгебраическом расстоянии между точками, то не¬ 
обходимо принимать во внимание порядок точек. 

Заметим, что под алгебраическим расстоянием между точками А и В 
разумеется расстояние от А до В ; расстояние же А от В будет рас¬ 
стоянием между В и А. 

Пусть В лежит правее А и пусть / — длина от- А *.В 
резка АВ (черт. 7). Тогда геометрическое расстояние ' ” 

между точками А и В равно I; алгебраическое рас- Черт. 7. 

стояние точки В от А тоже равно /, но алгебра¬ 
ическое расстояние точки А от точки В равно — /. Ясно, что 

АВ = | ЛВ! = ВА . 

Геометрическое расстояние между двумя точками равно модулю 
их алгебраического расстояния. 

Как в случае длины вектора, так и тогда, когда говорят о расстоя¬ 
ниях, если только из контекста речи вполне ясно, о каком именно рас¬ 
стоянии идет речь, прилагательные „геометрическое", „алгебраическое* 
обыкновенно опускают и просто говорят о расстоянии. 

§ 24. Угол. 

В связи с понятием угла остановимся на вопросе о выборе единицы 
меры углов. 

Практической единицей меры углов служит градус с его делениями 
на минуты и секунды. Но хотя к этой мере приспособлены почти все 
инструменты, однако, надо твердо помнить, что 

при теоретических исследованиях за единицу меры углов всегда 
принимается радиан. 

Радианом называется всякий центральный угол окружности, 
опирающийся на дугу, равную радиусу. 
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Пусть угол АОВ, который короче обозначим через і ,— радиан, при¬ 
надлежащий окружности радиуса /?. Следовательно, дуга А В по длине 
равна этому радиусу (черт. 8). Пусть Я—какой-нибудь центральный 
угол. Принимая радиан за единицу меры, обозначим через р числовое 
значение этого угла Р . Следовательно, р есть число, 
получаемое от измерения угла Я углом і у т. е. число, 
равное отношению угла Я к углу 

г=Т' (1) 

откуда 

Р=рІ, (2) 

а потому можно сказать, что р есть число, показы- Черт. 8. 

вающее, во сколько раз угол Я больше радиана. 

Через 5 обозначим дугу АМ } через 5 — ее отношение к радиусу: 



5 

Я 




5 = $•/?. 


( 3 ) 


Следовательно, если радиус равен единице меры отрезков, то я — 
числовое значение дуги 6', или ее относительная длина. 

Центральные углы относятся, как стягивающие их дуги. Поэтому 


Р _~АМ 
I ~~АВ ' 

и так как ^ АВ = к, то 

Р _5 

С~ к ' 

откуда 

, = | . (4) 


что дает следующую теорему: 

Числовое значение угла, измеренного радианом, равно отноше¬ 
нию стягивающей его дуги к ее радиусу. 

Из (4) следует 

5=кр, (5) 


а поэтому: 

Дуга окружности равна ее радиусу, умноженному на числовое 
значение опирающегося на нее угла, измеренного радианом. 

Если 5 —отношение , то равенство (4) можно переписать так: 


р=з. 


( 6 ) 


Предположим, что радиус равен единице меры. Тогда 5 есть число¬ 
вое значение дуги 5, и равенство (6) дает замечательную теорему: 

Если радиус окружности равен единице меры, то числовое зна¬ 
чение центрального угла равно числовому значению дуги, на ко¬ 
торую опирается угол. 

Эту теорему часто кратко выражают так: 
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Центральный уі*<м* Р авен д У ге Р ади У са единица. 

Но, конечно по существу угол не может равняться дуге. Говоря, 
что угол равен дуге* мы никогл * а не должны забывать, что это только 
условный способ выражения. В действительное ін равны не угол и дуга, 
а их числовые значения, и то только при условии, что угол измерен 
радианом, а ду га " радиусом. 

Утверждение, что угол равен длине дуги, или, точнее, что число¬ 
вое значение угла равно числовому значению дуги, — это утвер¬ 
ждение верно только при условии, что угол измеряется радианом, 
а дуга измеряется ее радиусом. 

Доказанная теорема дает возможность легко судить по числовому 
значению угла, измеренного радианом, о величине самого угла. Вооб¬ 
ражаем окружность радиуса единица и в ней центральный угол. Так как 
р — з у то по длине дуги легко судить и об угле (черт. 9). Между про¬ 
чим, так как прямой угол опирается на четверть окружности, длина 

которой, если /?=1, равна у, заключаем, что 



Черт. 9. 


>р 


числовое значение прямого угла равно —. 

Вместо этого принято говорить кратко: прямой 
тт _ 

угол равен — . По этому поводу заметим следующее. 


Когда угол измеряется градусом, то всегда 
указывается, какой единицей он измерен; но если 
угол измерен радианом, то об единице меры 
ничего не говорится, она подразумевается. 


Поэтому запись 


Р = 3° 


читается так: угол Р равен трем градусам. Но, 

если р — числовое значение угла Я, измеренного радианом і % 
то вместо точной записи 

Р=рІ 


обычно пишут 


р=р- 


Соответственно с этим вместо точного выражения „угол Р равен 
р радианов" говорят: „угол равен числу р и . 

Так, например, говорят, что прямой угол равен а угол в 45° 

тг 

равен — . 

^ • 

В связи с этим не меішіет отметить, что очень часто утверждают, 
что измерение угла радианом будто бы есть измерение его отвлечен¬ 
ным числом,— потому отвлеченным числом, что оно не зависит от вы¬ 
бора единицы меры длины. Это утверждение нельзя считать вполне 
правильным. Примем ли мы за единицу меры углов градус, радиан или 
иной какой угол, результат измерения всегда будет отвлеченное число. 
Это — во-первых. Во вторых, когда выбрана единица меры углов, то 
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каждый угол получает вполне определенное числовое значение, которое 
совершенно не зависит от того, какая единица меры принята для отрез¬ 
ков. Нетрудно вычислить, что радиан равен приближенно 57°,296. 


§ 25. Тригонометрические функции. 


В связи с измерением углов радианом необходимо обратить вни¬ 
мание на понятие тригонометрических функций в анализе. 

Пусть С — окружность радиуса ОЛ, равного единице, н Р - цен¬ 
тральный угол АОМ (черт. 10); через р обозначим длину дуги АМ , 
т. е. ее числовое значение, или, так как радиус равен единице меры, 
ее отношение к радиусу. В таком случае если угол Я измерен радианом, 
то его числовое значение тоже равно р. Но если 
его измерить градусом, то оно уже не будет равно р. 

Опустив из М перпендикуляр М0 на радиус ОЛ, 
получим отрезки ОМ и ОС ?. Их отношения к ра¬ 
диусу О А соответственно обозначим через у и г: 




ОМ 
О А 


00 

О А * 



Так как радиус О А равен единице меры, следовательно у иг — 
числовые значения отрезков ОМ и Оф, или их относительные длины. 

Как известно из тригонометрии, числа у и г называются синусом и 
косинусом угла Я: 

У = ЗІП Я, 2 = С05 Я. (1) 


Обратим внимание, что в этих равенствах Я — символ самого угла, 
а не его числового значения. Чтобы эти равенства имели смысл, надо 
только знать, что Я есть символ угла. Правда, если нам, например, из¬ 
вестно, что Я —3°, то мы напишем 


у = зіп (3°), г = соз (3°), 


( 2 ) 


но заметим, что 3° (три градуса) — не число, а сам угол, т. е. величина. 
Так как 3°— 18(У, то вместо (2) можно написать: 

^/ = $іп (180 г ), г = сое (180 е ), (3) 


и под символами зіп и соз опять стоит не число, а величина. В равен¬ 
ствах (2) и (3) нельзя опустить значки „°* и как обозначений 
градуса и минуты. Если ученику сказать, что 

У = зіп (180), (4) 


и только, то он должен спросить: „Сто восемьдесят чего — градусов, 
минут или секунд?" Без этого указания для ученика запись не полна. 

В элементарной тригонометрии тригонометрические функции 
рассматриваются как функции угла, как функции некоторой ве¬ 
личины; но в высшей математике тригонометрические функции 
рассматриваются как функции числа. 

Поэтому в то* время как, например, запись 

зіп (4) 


3 


Курс математического анализа 
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для ученика средней школы еіДе ничего не говорит, потому Что Он не 
видит, от какою же именно угла берется синус, для студента высшей 
школы эта же запись имеет вполне точный смысл, потому что он ви¬ 
дит, от какого числа взят синус. 

Если р _ числовое выражение угла Р , измеренного радианом I: 

Р = рІ, 

го правильная запись будет 

зіп(Р) — зіп (рЦ. 

Вместо этого в анализе пишут 

5ІП Р = $ІП р 

и говорят, что в правой части берется синус от числа р. 

В анализе тригонометрической функцией от числа р называется 
эта же тригонометрическая функция от угла, равного р радианов. 

То число, от которого берется данная тригонометрическая функ¬ 
ция, называется ее аргументом. 

Следовательно, согласно этому определению 

зіп р = зіп ( рі ), і§р = (рЦ , 

С05 р = С05 {рі), С \%р = СІ8 ( рі ), 

и число р есть аргумент функций: 

5ІП/7, С05 р, \%р % С \%р. 


тг 

Так, например, прямой угол равен 90°, или --- радианов. Поэтому 
ученик средней школы должен написать: 

5Іп(Ді) = 1, 

но мы будем писать 



Первый скажет: синус прямого угла равен единице, мы же скажем: 

7Т 

синус числа -у равен единице. 

Итак, в высшей математике аргументами тригонометрических функ¬ 
ций служат числа. 

В связи с этим в высшей математике часто говорят о тригономет¬ 
рических функциях не от углов, но от различных величин, например, 
от силы, массы, времени и площади. Это именно возможно только по¬ 
тому, чго в высшей математике эти функции рассматриваются как 
функции чисел, а не величин. 

Тригонометрической функцией от какой-нибудь величины назы¬ 
вается та же функция от числового значения этой величины. 

Следовательно, если нам говорят: .пусть т — некоторая масса 41 
и пишут 

зіп ( т ), 

Я4 



то в этой записи мы должны на т смотреть не как на символ самой 
массы, а как на символ ее числового значения. Таким образом, строго 
говоря, зіп/я — не синус массы, а синус числа т , и если, например, 
т =2 г, то $іп(т) — не синус двух грамм, но 

5іп(/я) — $іп2 = $іп(2 радианов). 

§ 26. Заключение. 

1. Принято одной и той же буквой обозначать и величину, 
и ее числовое значение. 

Действия над числовыми значениями величин называются дей¬ 
ствиями над самими величинами. Во все формулы входят не самые 
величины, а их числовые значения. 

2. Относительной длиной отрезка называется его числовое значение. 

3. Алгебраической длиной вектора называется его геометриче¬ 
ская длина, взятая, в зависимости от его направления, со знаком плюс 
или минус. 

4. Расстояние между двумя точками, лежащими на оси, может 
быть геометрическим и алгебраическим. 

5. При теоретических исследованиях всегда предполага¬ 
ется, что углы измеряются радианом . 

6. В высшей математике тригонометрические функции 
рассматривают как функции числа . 



ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ 


МЕТОД КООРДИНАТ. ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ИЗОБРАЖЕНИЕ 
ТОЧЕК И ВЕЛИЧИН. 

Предполагая метод координат известным, мы в этой главе рассмот¬ 
рим те свойства его, которые наиболее необходимы для Анализа. 

§ 27. Координата точки на прямой. 

Пусть ОН —направленная прямая. Для ясности представления пред¬ 
положим ее горизонтальной, направленной слева направо. Какую-нибудь 

точку О на ней примем за начало координат 
^ 0 • п (черт. 11). 

—~ Пусть I —относительная длина отрезка 

ц ерт л ОМ, т. е. числовое выражение этого отрезка. 

Если точка М лежит справа от О, то ее 
координатой называется число 4- если же М лежит слева от О, то 
ее координатой уже будет число — /. Мы видим, что в том и другом 
случае 

координата точки М, лежащей на оси, есть алгебраическая 
длина вектора ОМ, направленного от начала координат к точке. 

В дальнейшем, если мы будем рассматривать только одну ось, то 
мы всегда будем предполагать ее горизонтальной, направленной слева 
направо. По этому поводу заметим, что 

когда в анализе рассматривается прямоугольная декартова 
система координат и когда относительно направления ее осей ничего 
не указывается, то всегда предполагается, что ось абсцисс на¬ 
правлена слева направо, а ось ординат — снизу 
вверх. 

Это условие, которого мы будем постоянно придер¬ 
живаться, чрезвычайно важно. Благодаря ему слова .слева 1 * 

„справа 4 *, „внизу*, „вверху** указывают на вполне опреде 
ленное положение точки относительно осей. 

Каждую прямую вокруг любой точки О (черт. 12) Черт. 12. 
можно вращать в двух направлениях: или по часовой 
стрелке, или против нее. Любое из этих вращений можно принять за 
положительное. 

Угол, на который повертывается данная прямая, считается по¬ 
ложительным, если при этом прямая вращается в положительном 
направлении; если же она вращается в отрицательном направле¬ 
нии, то и угол ее поворота считается отрицательным. 

Когда выбрана прямоугольная система осей координат, то по¬ 
ложительным направлением вращения считают направление того 
вращения, в котором должна быть повернута на прямой угол ось 
абсцисс, чтобы ее направление совпало с направлением оси ор¬ 
динат. 
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Так как мы условились всегда считать ось абсцисс направленной слева 
направо, а ось ординат — снизу вверх, следовательно, 

согласно принятому условию мы в дальнейшем всегда, если 
только не будет указано противное, будем считать положительным 
вращением вращение против часовой стрелки. 

Приведенные условия относительно положительных направлений осей 
и вращений чрезвычайно важны. Так как в то же время о них больше 
никогда не будет упоминаться, поэтому читатель должен их раз навсегда 
запомнить. 


§ 28. Расстояние между точками на оси. 

Решим очень важную задачу: 

Найти формулу для вычисления алгебраического расстояния между 
двумя точками, лежащими на одной и той же оси, зная координаты 
точек. 

При этом алгебраическим расстоянием точки В от точки А мы на¬ 
зываем алгебраическую длину вектора АВ . . 

Пусть А и В — точки на горизонтальной прямой, направленной слева 

Алгебраическую длину вектора АВ 

О Ь в —Р - ,.,/у 

' - а.. - 

Черт. 13. Черт. 14. 

Мы предположим сначала, что обе точки А и В лежат правее начала 
координат. При этом возможны два случая: или (черт. 13) В правее Л, 
или (черт. 14) А правее В . В первом случае длина отрезка АВ равна 
Ь — а, а во втором случае она равна а — Ь. В первом случае алгебраи¬ 
ческая длина р вектора А В положительна и равна длине отрезка АВ , 
а потому 

р — Ь — а. (I) 

Но во втором случае алгебраическая длина вектора АВ отрицательна, и 
она равна длине отрезка АВ , взятой со знаком минус, а так как длина 
отрезка равна а — Ь , то 

р _( а -/>), 

т. е. мы опять имеем равенство (1). Получается 

Теорема . Алгебраическая длина вектора АВ определяется по 
формуле р = Ь — а, где а и Ь — соответственно координаты точек 
А и В, Следовательно, чтобы получить алгебраическую длину век¬ 
тора, лежащего на оси, надо из координаты его конца вычесть 
координату его начала. 

Этой теоремой в дальнейшем постоянно придется пользоваться. Но 
мы не имеем еще права считать еа вполне доказанной. Она нами дока¬ 
зана только для того случая, когда точки А и В лежат правее начала О, 
Является вопрос: будет ли теорема, справедлива при всяком положении 
точек А іа В относительно начала? Докажем, что будет. 


направо, а и Ь — их координаты, 
обозначим через р. 

о 0 л ■ ^ в 
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Предположим сначала, что точка В лежит правее А . Тогда возможны 
три случая: точка О мон ет лежать левее точек А и В (черт. 15), или 
правее их (черт. 16), или между ними (черт. 17). 

Во всех трех случаях, так как & правее А, алгебраическая длина 

вектора лЪ равна длине отрезка А В. В первом случае длина этого от¬ 
резка равна Ь _ а. Во втором случае а и Ь отрицательны, а потому 

ОМА В д л В Ь О д «о о & в 

. . а . 

Черт. 15. Черт. 16. Черт. 17. 

длина отрезка АО равна —а, а длина отрезка ВО равна — Ь. Ясно, 
что длина отрезка АВ равна разности между длиной отрезка АО и 
длиной отрезка ВО , т. е. равна 

— а — (— Ь)=Ь — а. 

Наконец, в третьем случае длина отрезка АО равна —а, длина от¬ 
резка ОВ равна Ь. Их сумма — а-\-Ь дает длину отрезка АВ . 

Мы видим, что во всех случаях длина отрезка АВ равна Ъ — а и 

так как алгебраическая, длина вектора АВ равна ей, то 

р = Ь — а . 

Таким образом, теорема доказана, если В правее Л. 

Но если А правее В, то В левее А % а потому по доказанному 

длина вектора ВА равна 

а — Ь. 

Переменив у ней знак, получим длину вектора АВ. Следовательно, 

Р = — ( а — Ь); 

мы опять имеем (1), и теорема окончательно доказана. 

Если условиться алгебраическую длину вектора АВ обозначать тем же 
символом АВ , то эту теорему можно записать так: 

АВ = Ь — а. 

§ 29. Геометрическое изображение чисел точками. 

Аналитическая геометрия пользуется методом координат для изу¬ 
чения свойств геометрических фигур с помощью понятий, заимствован¬ 
ных из арифметики и алгебры. В противоположность ей анализ тем же 
методом координат часто пользуется как раз в двух обратных напра¬ 
влениях: или для того, чтобы из свойств геометрических фигур заклю¬ 
чать о соответствующих свойствах чисел, или для того, чтобы пред¬ 
ставлять в простых и наглядных геометрических образах иногда очень 
сложные и отвлеченные соотношения межау числами. Так, например, 
анализ постоянно пользуется так называемым геометрическим изображе¬ 
нием чисел точками. 

Возьмем горизонтальную прямую, направленную слева направо, за 
ось абсцисс. Тогда каждая точка на ней имеет свою абсциссу, которая 



есть некоторое число, и обратно — для каждого отдельного числа мож¬ 
но найти точку, абсцисса которой равна данному числу. Поэтому если 
число, равное абсциссе точки, мы назовем числом, соответствующим 
точке, то можно сказать, что каждой точке на оси соответствует един¬ 
ственное число, ее абсцисса, и обратно — каждому числу соответствует 
точка. Этот факт выражают короче, говоря, что между точками на оси 
и действительными числами имеет место взаимно однозначное соответ' 
ствие. 

Всякая точка на оси называется геометрическим образом того 
числа, которому равна абсцисса этой точки. 

Следовательно, если а есть абсцисса точки А, то точка А есть гео¬ 
метрический образ числа а. 

Для изображения чисел точками любую направленную прямую можно 
взять за ось, но 

обычно, когда числа изображают точками, всегда предпола¬ 
гают, что осью служит горизонтальная прямая, направленная слева 
направо. 

Такое предположение, которого всегда придерживаются, очень удобно, 
потому что оно позволяет при суждениях о положениях точек на прямой 
пользоваться понятиями „правее" и „левее". 

Н Ь е * 83 в * ѳ ' о *' СА г ** 4 Ъ а 

~5 ^ ^ г 3 4 Г" 

Черт. 18. 

Пусть НО — горизонтальная ось, О — начало координат, і - отре¬ 
зок, принятый за единицу масштаба. 

Отметим, начиная от О, вправо и влево точки А ѵ Л 2 , А ѣі ... , 
В л% В 2 , 5 3 , ... , находящиеся друг от друга на одинаковых расстояниях, 
равных длине масштаба і (черт. 18). 

Под каждой точкой подпишем ее координаты, которые будут целыми 
числами, положительными для точек А ѵ А 2і А ѵ ... и отрицательными 
для точек В }1 В 2І В 3 , ... Мы видим, что целые числа изображаются 
равноотстоящими друг от друга точками. 

Всякое иное число тоже изобразится некоторой точкой. Так, напри¬ 
мер, число Р/о изобразится точкой С, лежащей посредине между точ¬ 
ками А л и Л 2 . 

В настоящее время математик привык всегда соединять в своем 
уме и число, и точку, изображающую это число. Поэтому если речь 
идет о числе, то он в то же время воображает себе точку на прямой 
с координатой, равной этому числу, и обратно — раз ему дана точка на 
прямой, то он обязательно мыслит в связи с ней и ее координату. 

Благодаря же этому в сознании современного математика понятие о 
числе и представление о точке слились как бы в нечто единое. Это 
послужило причиной того, что постепенно в анализ начали проникать 
геометрические термины. О числах стали выражаться так, как если бы 
они были не числа, а точки. Между прочим, иногда — и даже очень 
часто — начали числа называть точками. На первый взгляд может каза¬ 
ться, что такое смешение различных понятий должно вредно отозваться 
на ясности мысли. Но опыт показал, что, напротив, геометрический 
язык, благодаря его образности, чрезвычайно полезен для анализа. 
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И еще к другому привык современный математик. 

Координата точки есть число. Число же и точка — два глубоко раз¬ 
личных понятия. Поэтому естественно, как мы и поступали до сих пор. 
обозначать точку и ее координату различными буквами. Но, несмотря на 
это, 

в анализе очень часто обозначают одной и той же малой бук¬ 
вой и точку, и ее координату. 

Таким образом, если с — число, то точка, координата которой равна 
этому числу с у обозначится той же буквой с . 

На практике от этого не происходит никакого 

О а Ь недоразумения, так как из контекста речи всегда 

' ^ ясно, о чем идет речь — о точке или числе, и ясно 

Черт. 19. это потому, что точка и число — весьма различные 

понятия. В то же время обозначать одной и той же 
буквой и точку, и ее координату весьма удобно, потому что это осво¬ 
бождает нас от труда помнить, какое число есть координата какой точки. 

Пусть а и Ь — две точки на прямой (черт. 19). Под символом аЬ 
мы будем в дальнейшем разуметь не только вектор, но и его алгебраи¬ 
ческую длину. Поэтому мы часто будем писать равенство 

аЬ — Ь - - йу (1) 

где в правой части буквы а и Ь уже обозначают не точки, а их коор¬ 
динаты. Вообще заметим, что 

если одна и та же буква обозначает и точку, и ее координату, 
то во всех формулах, в которые она входит, она всегда уже мыс¬ 
лится как символ числа, т. е. координаты, а не как символ 
точки. 

Из равенства (1) следует: если точка Ь лежит правее точки а, то 
длина вектора аЬ положительна а потому а<^Ь. Напротив, мы будем 
иметь если правее лежит точка а, потому что в этом случае 

длина вектора аЬ отрицательна. Заключаем: 

Из двух точек правее лежит та, координата которой больше, а 
левее — та, координата которой меньше. 

Следовательно, если относительно двух чисел утверждается, что 

а<Ь у 

то в переводе на геометрический язык это значит, что точка а лежит 
левее точки Ь. 

Таким образом, устанавливается соответствие между понятиями „боль- 
ше“ и „правее 0 , с одной стороны, и понятиями „меньше 0 и .левее" — 
с другой. Так, например, ясно, что 

всякое положительное число изображается точкой, лежащей 
правее начала координат, а всякое отрицательное число изобра¬ 
жается точкой, лежащей левее начала координат. 

Для дальнейшего чрезвычайно большое значение имеет следующая 

Теорема . Разность Ь—а между двумя числами а и Ь геомет¬ 
рически изображается алгебраическим расстоянием точки Ь от 
точки а; модуль же этой разности равен геометрическому расстоя¬ 
нию между точками а и Ь. 
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При формулировке этой теоремы каждая из букв а и А одновремен¬ 
но обозначает и точку, и абсциссу этой точки. Доказательства же тео¬ 
ремы очевидно. Алгебраическое расстояние аЬ точки А от точки а 

(черт. 20) есть алгебраическая длина вектора аЬ , равная разности между 
абсциссой А его конца и абсциссой а его начала: 

ѵ а Ь 


аЬ — Ь — а, 
и теорема доказана. 

Очевидно, что алгебраическое расстояние точки 


Черт. 20. 

а от 6 равно а — А: 


Ьа =а — А. 


Отсюда следует, что геометрическое расстояние между точками а и А 
равно 

| а — А| =| А —а. 


§ 30. Об интервале. 

Когда приходится изображать точками числа, обозначенные буквами, 
причем относительно каждой буквы известно, что она обозначает неко¬ 
торое число, но неизвестно, какое именно, то тогда нет не только ни¬ 
какой необходимости отмечать начало координат, но даже лучше его не 

отмечать. Действительно, положим, что на- 
0 Л д о чало О отмечено, и пусть требуется пост- 

' роить точку А с координатой а. 

Черт. 21. Пока мы точно не знаем, чему равно а , 

мы не можем и построить точку А . Мы мо¬ 
жем только поступить так: взять на прямой произвольно какую-нибудь 
точку и сказать следующее: пусть она будет точкой .4 с координатой а. 
Силою вещей мы должны эту точку взять или справа от О, или слева. 
Но если мы возьмем ее справа, то тем самым мы неявно предполагаем, 
что а положительно. Напротив, если мы возьмем А слева, то этим 
мы предполагаем, что а отрицательно. Поэтому когда речь идет об изо¬ 
бражении чисел, обозначенных буквами, то лучше не отмечать начала 
координат. 

Интервалом от точки а до точки й, который будем обозначать 
так: 

(д, Ь ), 

называется совокупность всех точек, лежащих между а и Ь и 
рассматриваемых в последовательности их от а к Ь. 

Следовательно, интервал (а, А) не есть отрезок аЬ , а совокупность 
точек, лежащих на нем. 

Надо отличать интервал (д, А) от интервала (А, а). В _2_ к _ 

первом мы рассматриваем точки как идущие от а к Черт. 22. 

А, а во втором — как идущие от А к а. 

Будем резко отличать выражение: ,,точка х лежит внутри ин¬ 
тервала (а, Ь)“ от выражения: „точка х лежит на интервале (а, А)“. 

Первое значит, что точка х лежит между точками а и й, при¬ 
чем заведомо не совпадает ни с одной из них; второе же значит, 
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что точка или лежит между точками а и Ь % или совпадает с одной 
из них. Поэтому если точка х лежит внутри интервала (а, Ь ), то 

а<х<Ъ, 

если же точка лежит на интервале (а, Ь ), то 

а ^ х < Ь. 

Точка, лежащая посредине между точками а и Ь, называется 
центром интервала (а, Ь). 

Решим следующую задачу. 

Точка с есть центр интервала (а, Ь)> длина которого 
равна 2е. Найти координаты концов его. 

Откладывая от с вправо и влево отрезки ср 
и сд (черт. 23), по длине равные 5, получим иско¬ 
мый интервал (</, р). Ясно, что координаты то¬ 
чек р и д соответственно равны с -(- 8 и с — е. 
Следовательно, 

координаты концов интервала с центром в точке с соответст¬ 
венно равны с + 5 и с — е, где 2е — длина интервала. 

В этом параграфе мы все время обозначали одной и той же буквой 
и точку, и ее координату. 

Насколько очень часто выгодно изображать числа точками, видно 
из рассматриваемого ниже примера. 

§ 31. О соотношении |*|<в. 

Что можно заключить относительно х, если известно, что \х\<^а у 
где а — положительная величина? 

Мы немедленно же заключаем, что геометрическое расстояние точки 
х от начала координат меньше а . Поэтому (черт. 24) откладываем от 
О отрезки ОА и ОВ % длиной равные а , т. е. 
строим точки А и В с координатами а и — а. Точка $ д д 

х необходимо должна лежать между этими точ- ^ ^ ~ 

ками, а поэтому, 

если \х\ <а, то х лежит в интервале Черт. 24. 

(—а, +а), и, следовательно, —а<д:<а. 

Чтобы к тому же заключению притти без геометрических предста¬ 
влений, требуется более длинный путь. Действительно, пусть поставлен 
прежний вопрос: что можно утверждать относительно х у если известно, 
что 

1*1 О? (1) 

Возможны два случая: 1) х может быть положительным и 2) х может 
быть отрицательным. 

Если х положителен, то х==\х\, а потому из (I) следует, что 

* О (2) 

Если лг отрицателен, то х — —- |х|, а потому из (2) следует, что 

■*> — «• ( 3 ) 

Но в случае положительного х мы имеем не только (2), но и (3), 
потому что положительное число больше всякого отрицательного. 
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Если х отрицателен, то тем самым мы имеем не только (3), но и (2), 
потому что отрицательное число меньше всякого положительного. 

Следовательно, в том и другом случае справедливы и (2), и (3),. 
т. е. если \х\<^а, то 

— а <^х<^а. 

Мы пришли к тому же заключению, к которому нас привели гео¬ 
метрические соображения. Но, очевидно, что в данном случае первый 
путь, путь геометрический, проще и ясней второго пути. 

§ 32. Геометрическое изображение времени. 

Изображать точками можно не только числа, но и любую величину. 
Действительно, всякая величина имеет единственное вполне определенное 
числовое значение; но числовое значение, будучи числом, может быть 
изображено точкой. Эту точку естественно принять за геометрическое 
изображение рассматриваемой величины. Следовательно, 

всякая величина может быть геометрически изображена точкой, 
абсцисса которой равна числовому значению величины. 

Остановимся подробней на геометрическом изображении времени. 

Вообразим горизонтальную прямую, направіенную слева направо, и 
на ней точку /И, движущуюся равномерно тоже слева направо и прохо¬ 
дящую в каждую единицу времени единицу длины. Пусть для ясности 
представления она в секунду проходит сантиметр. Тогда в промежуток, 
равный і секундам, она пройдет слева направо отрезот в і сантиметров. 

Геометрически всякий промежуток времени может быть изобра¬ 
жен отрезком, содержащим столько единиц длины, сколько проме¬ 
жуток содержит единиц времени. Следовательно, числовое значение 
отрезка, изображающего промежуток времени, равно числовому 
значению изображаемого им промежутка. 

Таким образом, каждый промежуток времени характеризуется неко¬ 
торым числом и изображается некоторым отрезком. 

Чтобы характеризовать числом момент времени, выбирают один 
какой-нибудь момент за начальный. 

За числовую характеристику момента принимается числовое 
значение промежутка, протекшего между начальным моментом и 
рассматриваемым моментом. 

Если числовой характеристикой момента служит число і, то этот мо¬ 
мент называется моментом і . 

Но момент і может лежать во времени после или до начального мо¬ 
мента. Этого числовая характеристика еще не указывает. 

Вообразим опять точку Л7, двигающуюся по оси абсцисс равномерно 
со скоростью один сантиметр в единицу времени, причем предположим, 
что в начальный момент она как раз проходит через начало 

координат О. Спрашивается: где она будет находиться в ^-- 

момент і ? ^ 

Если этот момент лежит во времени после начального, Че Р т * 25. 
то точка М будет находиться в точке Р, служащей кон¬ 
цом пути ОР (черт. 25), пройденного точкой в і единиц времени и 
равного і см , а потому абсцисса точки Р равна і. Ясно, что точку Р 
естественно принять за геометрическое изображение момента (. 
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Но ес;іи момент / лежит во времени до начального момента, то 
в это г момент I точка М находилась в некоторой точке <9, служащей 
началом пути (черт. 26), пройденного точкой в промежуток от мо- 
мента і до начального. Так как длина пути 00 равна і см, 
Д 0 т0 абсцисса точки ф равна — і, а потому естественно, с 

У одной стороны, точку считать геометрическим образом 

Черт. 26. момента а с другой стороны, так же естественно самый 
этот момент считать отрицательным. Мы видим, что 

если условиться моменты, следующие за начальным, считать 
положительными, а моменты, предшествующие начальному, считать 
отрицательными, то всякий момент геометрически изображается 
точкой, абсцисса которой равна числовой характеристике момента. 

Когда точки направленной прямой служат для геометрического изо¬ 
бражения моментов времени, то прямую называют осью времени. 

§ 33. Направление и сепс вектора. 

На, всякой прямой мы различаем два противоположных друг другу 
направления — те два направления, в которых может двигаться точка по 
прямой. 

Одно из двух возможных направлений на прямой называется 
положительным, другое — отрицательным. 

Выбор положительного направления прямой в каждом случае произ¬ 
водится под влиянием тех или иных соображений. Но в конечном счете 
этот выбор определяется актом нашей воли. 

Прямая, для которой установлено, какое из двух возможных 
на ней направлений признается положительным, называется на¬ 
правленной прямой. 

Положительное направление прямой называется просто напра¬ 
влением прямой. 

Прямая, мыслимая вне всякой связи с направлением, называется 
геометрической прямой. 

Очевидно, что из всякой геометрической прямой, приписав ей поло¬ 
жительное направление в ту или иную сторону, можно получить две на¬ 
правленные прямые. 

Прямая, на которой лежит вектор, называется его носитель¬ 
ницей. 

Эта прямая может быть или направленной, или геометрической. 

В тесной связи с понятием носительницы стоит понятие о сенсе 
вектора. 

Пусть вектор АВ , который короче обозначим через Р, лежит на пря¬ 
мой ОН (черт. 27). Геометрическую его длину, т. е. длину отрезка АВ, 
обозначим через 1\ алгебраическую его длину обозначим через р . Спра¬ 
шивается: чему она равна? 

Алгебраическая длина вектора положительна, если вектор направлен 
одинаково с той прямой, на которой он лежит. Если же эта прямая и 
вектор направлены противоположно, то алгебраическая длина вектора 
отрицательна. Ясно, что 

нельзя говорить об алгебраической длине вектора, если пред¬ 
варительно не установлено положительное направление той прямой, 
на которой он лежит. 
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И действительно, если на чертеже 27 мы возьмем направление прямой 
от О к Н' то вектор Р и эта прямая направлены одинаково, а потому 
Р — -\- !■ 

Но если принять положительное направление прямой от 
И к О, то уже будем иметь 

р = — 1. 

Таким образом, алгебраическая длина одного и того же 
вектора может быть и положительной, и отрицательной в 
зависимости от выбора направления его носительницы. 

Следовательно, 

при суждении об алгебраической длине вектора 
необходимо принимать во внимание не только направление самого 
вектора, но и направление той прямой, на которой лежит вектор. 

Положительное направление той прямой, на которой лежит век¬ 
тор, называется сенсом вектора. 

В дальнейшем понятием сенса вектора нам часто придется пользо¬ 
ваться. Оно необходимо, например, при определении проекции вектора. 
При употреблении его постоянно надо помнить, что 

сенс вектора есть направление, но не самого вектора, а его 
носительницы. 

Поэтому все векторы, лежащие на одной и той же направленной 
прямой, имеют один и тот же сенс *). 

§ 34. Полярные координаты. 

Понятие о полярных координатах вводим так. 

Через произвольно взятую точку О, которую назовем полюсом, про¬ 
ведем тоже произвольно некоторую прямую Оі, направленную от О к 

и назовем ее полярной осью (черт. 28). 

Пусть М — какая-нибудь точка на плоскости 
и ОН— прямая, проходящая через нее и по¬ 
люс О . 

Вектор ОЛІ, соединяющий полюс с точкой 
и направленный от полюса к точке, назы¬ 
вается радиус-вектором точки. 

Его алгебраическую длину обозначим через г. 
Но говорить об алгебраической длине век¬ 
тора мы можем только тогда, когда известен 
сенс вектора, т. е. направление той прямой, на которой лежит вектор. 
Следовательно, для того чтобы выражение „алгебраическая длина вектора 




*) Термин „сию - для обозначения направления носительницы вектора^ьво- 
дится в первый раз в этой книге. Он был мне предложен покойным 
проф. В. К. Млодзеевским, когда в беседе с ним я указал на неудобства, про¬ 
истекающие от отсутствия на русском языке слов для выражения этого поня¬ 
тия. После долгих попыток найти подходящее слово с русским корнем он посо¬ 
ветовал взять французское слово ($епз). 

Пользуюсь этим случаем указать, что общепринятый теперь термин ,апли- 
ката* введен в литературу проф. Власовым. 
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ОМ и получило вполне определенный смысл, мы должны предварительно 
выбрать положительное направление прямой ОН. Это направление можно 
выбрать или от О к И (черт. 28), или о г И к О (черт. 29). В первом 
случае длина г положительна, во втором случае она отрицательна. 

Условимся положительным вращением счи¬ 
тать вращение против часовой стрелки. Буквы 
а, р, у, 8 на чертежах обозначают обыкновен¬ 
ные геометрические углы. 

Тот угол, на который надо повернуть 
полярную ось, чтобы ее направление сов¬ 
пало с сенсом радиус-вектора точки М, т. е. 
с направлением той прямой, на которой ле¬ 
жит радиус-вектор, называется полярным 
углом точки М. 

При этом полярный угол считается положительным или отрица¬ 
тельным в зависимости от того, в каком направлении, в положи¬ 
тельном или отрицательном, вращается полярная ось, описывая его. 

Следовательно, обозначая полярный угол через ш, мы для черт. 28 
будем иметь: 

® = + а, (1) 

но для чертежа 29 

ш = (2) 



Это при условии, что полярная ось вращается против часовой стрел¬ 
ки. Если же она вращается по часовой стрелке, то мы должны взять 
для чертежа 28 

— — ^ — а — 2 гг, ( 3 ) 

для чертежа 29 

ш = — о = р — 2тт. (4) 

Сравнивая (3) с (1), а (4) — с (2), видим, что полярный угол всегда 
можно уменьшить на 2тг. 

И вообще пусть поворотом полярной оси на некоторый угол 8 мы 
привели направление ее к совпадению с направлением прямой ОН. Тогда, 
если мы заставим после этого полярную ось описать любое число к пол¬ 
ных оборотов вокруг полюса в ту или другую сторону, т. е. если мы 
повернем ее еще на угол ^2&тг, то ее направление снова совпадет с 
направлением прямой О И. Следовательно, если 8 — полярный угол, то и 
угол Ъ±2кп тоже можно принять за полярный. Заключаем: 

Полярный угол всегда можно увеличить или уменьшить на + 2Агг, 
где к — любое целое число. 

Как известно, 

алгебраическая длина г радиус-вектора точки М и ее полярный 
угол ю называются полярными координатами точки. 

При употреблении полярных координат надо избегать двух ошибок: 
считать длину радиус-вектора обязатеіьно положительной и принимать 
полярный угол равным углу между полярной осью и направлением 
радиус-вектора. В действительности же полярный угол есть угол между 
полярной осью и сенсом радиус-вектора. 
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Пусть /—длина отрезка ОМ и а —геометрический угол. Для чертежа 30 
мы можем принять г равным как так и —Но если мы примем 

г — 4“ л (и 

то это значит, что направление прямой ОН мы считаем от О к Н. При¬ 
нимая же 

/•=-/, ( 2 ) 

мы ее считаем направленной от Я к О. Поэтому в 
первом случае со = а, а во втором случае со —д-|-тт. 

Следовательно, за полярные координаты точки 
М можно принять как величины 

+ 1 и я. 

так и величины 

— I и а -(- тг. ^ е Р т * 30 * 

Мы видим, что 

если изменить знак длины радиус-вектора, то надо увеличить 
полярный угол на тг. 

Нетрудно видеть, что вместо того, чтобы увеличить полярный угол 
на тт, его можно уменьшить нй то же число тг. 

§ 35. Связь между декартовыми и полярными 
координатами. 

Будем через хи у обозначать декартовы, а через г и со — поляр¬ 
ные координаты одной и той же точки М. 

Теорема . Если начало координат и ось абсцисс в одно и то же 
время служат полюсом и полярной осью, то 

X = Г СОЗ СО, у = Г$ІПШ. (1) 

Эти формулы чрезвычайно важны, потому что они справедливы для 
всякого положения точки М и при всяком знаке ра¬ 
диус-вектора. 

Точка М может лежать в любом из четырех 
координатных углов. Так как в каждом случае ра¬ 
диус-вектор может быть как положительным, так п 
огрицательным, то, чтобы доказать справедливость 
равенств (1), мы должны рассмотреть восемь случаев, 
отмеченных на помещенных ниже чертежах, где буквы 
д и (} обозначают геометрические углы, а I —длину 
отрезка ОМ. 

Для чертежа 31, если г>0, то г=г/, <о = д, а 
потому из прямоугольного треугольника ОРМ получаем основные 
формулы 

дг = гсозв) | у = гзіп со. 0) 

Но если мы возьмем /•=— /, то мы долины взягь со = ^ = а-|-тг. 

47 





ИЗ ТОГО треуі 0;іЬ,^ Ика адвгёбМ 

л* ^ / со$ * * “ / ' со$ ' *) — г с0$ »• 

у_-/8Іва== *- Г5ІП ((О —я) - Г5ІП (О, 

г. е. опять имеем фор»»У ЛЫ 0)- 

Для дальнейшего отметим, что когда г <' 0, ю гипотенуза /, как 
геометрическая величина, равна — г. 

Для чертежа 32 катеты треугольника, как геометрические величины, 
равны — х и у» а потому 

х — —Ісояа; у — іь'та. (2) 

Если гУ>-0, то со — [І=7Г — а, а = я — со, а потому 
х — — г соз (п—со), у = /'$1п(д — со). 


т. е. опять (1). 

Если /■<(), то ш=р-(-а + Р = 2тг — а, а потому из (2) 
х = г со$(2тг — со), у = — гМп (2тг — со), 


т. е. опять (1). 

Для чертежа 33 

х — — і-соза, у = — Міпа. 




Если г> 0, то «иІгЬі+а, а = со— тг, и из (3) 



Л = Г СОЗ (со — п), у = — г зіп (со —• 2а), 

т. е. опять (1). 

Если /•< 0, то ш = а, и из (3) 


дг=гсо8со, У — г зіп со. 


Для чертежа 34, если 0, то со = 2л — а и 

х = 1 соз а = г соз (2п — со), у = — / зіп а = — г зіп (2ч — со), 
т. е. (1). 

Если же г<0, то ш = тг — а и 

х= — г СОЗ (тг+со), у = — г зіп (я 4- *»)• 

Видим, что равенства (1) всегда справедливы. 
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§ 36. Проекция вектора на ось. 

Пусть А л и А 2 — две точки с координатами (х^, у 2 ) и (лг 2 , у ? ). 
Этими точками определяются два вектора: вектор А 1 Л 2 , направленный 

от к Л 2 , и вектор А,А Ѵ направленный от А 2 к А } . Длину отрезка 
А л А 2 обозначим через /. Из аналитической геометрии известно» что 

1 =+ V Ч*і —"**)* +(У, — Д'г)-. О) 

Можно, конечно, также написать, что 

1 = + Ѵ — "*]*■. ( 2 ) 

Рассмотрим вектор А } А 2 . Его алгебраическую длину обозначим че¬ 
рез р. Она может быть взята как положительной, так и отрицательной, 
в зависимости от того, какое направление мы примем за его сенс, т. е. 

за направление его носительницы ОН. Полярным углом вектора А Л А 2 
назовем тот угол, на который надо повернуть ось абсцисс, чтобы ее 
направление совпало с направлением сенса вектора: Этот угол обозна¬ 
чен буквой (в, как на чертеже 35 (для случая р^> 0),так и на чертеже 36 
(для случая р<0), где прямая А } К параллельна оси абсцисс. 

Если мы перенесем начало координат О в точку А,, то р и ,<о ста¬ 
нут полярными координатами точки Л 2 . Так кзк новые декартовы коор¬ 
динаты точки А 2 будут х 2 — х л и у 2 — у ѵ следовательно; 

Х 2 — * ] =рс05<0, у 2 — У-і—Р* ІПЮ. 




Но х 2 — х } есть проекция вектора А Х А % на ось абсцисс, а у 2 — у л — 
его проекция на ось ординат. Следовательно: 

Проекция на ось абсцисс всякого вектора, направленного от 
точки (х л , у х ) к точке (х 2 , у 2 ) 9 с одной стороны, равна разности 
х г — х, между абсциссами его конца и начала, а с другой — произ¬ 
ведению р'созю его алгебраической длины на косинус полярного 
Угла. 

Проекция того же вектора на ось ординат равна, с одной 
стороны, разности у 2 — у л между ординатами его конца и начала, 
а с другой — произведению рзіпш его алгебраической длины на 
синус его полярного угла. Поэтому имеют место равенства 

Х % —ЛГ г =рСО5(0, (1) 

у г — У 1 ер $1п ю. (2) 

Эти формулы справедливы при всяком расположении точек А л и А 2 
относительно осей, потому что рассуждения, которыми они получены, 

^ Курс математического анализа ^ 



не зависят от расположения осей. Но чтобы правильно написать равен¬ 
ства (1) н (2), необходимо обратить внимание на следующее. 

Чтобы написать левые части, необходимо знать направление вектора, 
потому что в уменьшаемых стоят координаты конца вектора, а в вычи¬ 
таемых— координаты его начала. 

Но чтобы написать правые части равенств (1) и (2), мало знать 
направление вектора, надо также знать и его сенс, т. е. направление 
той прямой, на которой лежит вектор. От выбора этого направления 
зависит знак длины р и значение угла о. Если сенс вектора считается 
от А, к Л 2 , то угол ш указан на чертеже 35, причем 

р = 4- /(** — *і) 2 + (.У2— з»]) 3 - 

Но если сенс вектора считается от А 2 к Л 1? то (черт. 36) 

Р = — Ѵ ( х і — *і) 2 + (У, — У\) 2 ' 
и за со надо брать угол, отмеченный на чертеже. 

§ 37. Заключение. 

1. Принято обозначать одной и той же буквой и точку на оси 

абсцисс, и ее абсциссу. _ 

2. Алгебраическое расстояние аЬ точки Ь от точки а равно Ь — а. 

3. Если (л:|<л, то — д<*<я. 

4. Сенсом вектора называется направление той прямой, на кото¬ 
рой лежит вектор. 

5. Полярным углом точки называется тот угол, на который надо 
повернуть полярную ось, чтобы ее направление совпало с сенсом 
вектора. 

6. Декартовы и полярные координаты точки связаны равенствами: 

X == Г С05 ( 1 ), у = Г5ІП (0. 

7. Если р и со — алгебраическая длина и полярный угол вектора, 
направленного от точки (д^, у л ) к точке (лг 2 , у 2 ), то 

х 2 — = р соз со, у 2 — у } =р$Ш<о. 



ГЛАВА 


ПЯТАЯ 


ЧИСЛО ПЕРЕМЕННОЕ И ПОСТОЯННОЕ. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ 

ВЫРАЖЕНИЕ. 

В этой главе мы рассмотрим понятие переменного числа и тесно 
связанное с ним понятие математического выражения. 


§ 38. Постоянное и переменное число. 

К понятию переменного числа мы часто прибегаем уже в элемен¬ 
тарной математике, причем пользуемся им безошибочно, хотя и бессо¬ 
знательно. Последнее происходит потому, что элементарная математика, 
пользуясь этим понятием, в то же время тщательно избегает самого 
выражения „переменное число". 

Пусть ученику дана задача: вычислить площади трех треугольников, 
зная, что: 

1) основание и высота первого равны 3 и 4 

2) , второго . 5 „ 6 

3) ... третьего . 8 „ 10 

Ученик поступит просто. Обозначая через а, Н и 3 основание, вы- 
соту и площадь треугольника, он напишет известную формулу: 



Затем, чтобы вычислить площадь первого треугольника* он примет 

а = 3, А = 4 

и найдет, что 5 = 6. 

Для второго треугольника он примет уже, что 

а = 5, А = 6, 

и получит 5=15. 

В последнем случае, считая, что 

а = 8, ’ А = 10, 

он найдет, что 5 = 40. 

Таким образом, в одной и той же формуле (1) в различные моменты 
своего рассуждения он принимал а равным то 3, то 5, то 8. Если же 
иы спросим его, почему он имеет право так поступать, то, по всей 

вероятности, получим ответ: в формуле 5 = ^ каждая из букв а и А 

Может обозначать какое угодно число, а потому мы и имеем право 
в различные моменты приписывать им различные значения. 

4 * 
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Запомнив этот ответ, спросим его, справедливо ли то же самое 
утверждение относительно букв а и Ь в формулах 

(в + й) г = а*4-2аО + ^, (1) 

(а — Ь) 2 = а 2 — 2 аЬ + Ь г . (2) 

Надо думать, что он ответит, что и в них каждая из букв тоже может 
обозначать различные числа, а потому в различные моменты рассуждения 
им можно приписывать различные значения, причем если мы примем, 
например, что в первой строчке * 

а = 10, Ь= 12, 

то во второй строчке мы можем принять их равными другим числам. 
Получив такой ответ, предложим ему вычислить, чему равно выражение 

х = (а-\-Ь) 2 + {а-Ь)\ 

Складывая правые части равенств (1) и (2), он найдет: 

х = 2а г -|- 

Теперь зададим ему вопрос: почему он имел право при сложении со¬ 
кратить члены 2а^ и —2а^? Ведь он сам только что сказал, что букве а 
можно одновременно приписывать различные значения. То же самое 
относится и к Ь. Но если это так, то 2 ад в верхней строке может и 
не быть равным 2 аЬ в нижней, а потому и нельзя их сокращать. 

По всей вероятности, ученик ничего не ответит, а только подумает, 
что к нему придираются. Ответим за него. Он должен был бы сказать: 
хотя в формулах (1) и (2) на буквы а и Ь мы должны смотреть как 
на символы, которые могут обозначать какие угодно числа, но когда 
мы приступаем к вычислению выражения (3), мы мыслим, что сначала 
каждому из символов а и Ь дается какое-нибудь свое значение и что 
в течение всего процесса вычисления они сохраняют эти выбранные 
для них значения. Поэтому в течение всего процесса вычисления мы 
смотрим на каждую букву уже не как на символ, который может при¬ 
нимать различные значения, а как на символ, который обозначает 
некоторое, хотя и произвольно взятое, но все время одно и то же 
число. 

Сопоставляя полученные два ответа, мы видим, что на буквы, вхо¬ 
дящие в формулы, мы часто смотрим с двух весьма различных точек 
зрения. Иногда мы на них смотрим как на символы, .числовые значе¬ 
ния которых еще не выбраны и которым поэтому в дальнейшем мы 
вправе по нашему желанию приписывать те или иные значения. Мы 
скажем, что в этом случае буква еще не обозначает никакого числа, 
но что в различные моменты рассуждения она может обозначать раз¬ 
личные числа. Иногда же мы на букву смотрим как на символ, кото¬ 
рый уже обозначает некоторое число, для которого, как принято гово¬ 
рить, уже выбрано его числовое значение. 

Но слова „обозначает" и „может обозначать", очевидно, имеют не 
один и тот же смысл. Так, например, из того, что какая-нибудь задача 
может быть решена, еще не следует, что она действительно решена. 
На этом различии между понятиями „обозначает" и „может обозначать" 
как раз и основываются понятия постоянного числа н переменного. 
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Постоянным числом в анализе называется всякий символ (обык¬ 
новенно буква), который в течение некоторого рассуждения обозна¬ 
чает какое-нибудь одно и то же число. 

Переменным числом в анализе называется всякий символ (обык¬ 
новенно буква), который в течение некоторого рассуждения может 
обозначать различные числа. 

Если х — переменное число, т. е. символ, которому можно приписывать 
различные значения, и если в какой-нибудь момент рассуждения мы 
считаем, что он обозначает число а, то принято говорить, что в этот 
момент х ранен а, что записывают так: 

х = а % 

и а называется значением х. 

Относительно постоянных чисел заметим, что очень редко какая-йи- 
будъ буква обозначает ргз навсегда единственное вполне определенное 
число. Таких букв очень мало. Из элементарной математики нам известна 
только одна: буква тт, которой обозначается отношение длины окруж¬ 
ности к ее диаметру: 

тт = 3,14159 ... 

Обыкновенно же мы мыслим, что хотя буква и обозначает некоторое 
число, но что это число в свое время могло быть выбрано произвольно. 
В таком случае мы будем говорить, что мы имеем произвольное постоян¬ 
ное число. 

Произвольным постоянным числом называется всякий символ, 
относительно которого мы мыслим, что хотя он и обозначает неко¬ 
торое число, но что в то же время это обозначенное им число 
может быть любым числом. 

Вместо .переменное число®, .постоянное число® часто, опуская су¬ 
ществительное, просто говорят .переменное*, постоянное®. Обычно 
переменные числа обозначают последними буквами алфавита 

лу, г, ... 9 и, ѵ , іѵ, 

а постоянные — первыми 

а, Ь, г,... , й, . 

Но это правило так же часто соблюдается, как и нарушается. Причина 
лежит в том, что обычно в процессе рассуждения одно и то же число, 
т. е. один и тот же символ, мы рассматриваем то как постоянное число, 
то как переменное, причем переход с одной точки зрения на другую мы 
часто совершаем, почти не сознавая этого. Поясним это примером. 

Пусть мы хотим вывести формулу для решения квадратного уравнения. 
Мы можем рассуждать приблизительно так. 

Пусть р н ч — два произвольно взятых числа и пусть требуется решить 
уравнение: 

**+/«+? = 0. 

п2 

Прибавляя к обеим частям равенства по , имеем 

4 

. Р 2 Р 2 

х*+рх+^ +4 = ^, 
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откуда следует, что 



Пока мы выводим эту формулу, мы все время мыслим, что каждая 
из букв р и ц обозначает некоторое свое одно и то же число, хотя и 
произвольно взятое. Иными словами, мы смотрим на р и д, как на произ¬ 
вольные постоянные. 

Но вот формула выведена. 

Пусть теперь мы хотим решить два уравнения: 

* 2 * 27 * 4-3 = 0 , 
х 2 + 8х— 7 = 0. 

Чтобы решить первое, мы в формуле полагаем 

р = 27, </ = 3. 

Чтобы решить второе, принимаем 

Р = 8 . 9 = — 7 - 

Следовательно, когда мы применяем выведенную формулу, то на бук¬ 
вы р и ^ мы уже смотрим как на символы, которым можно в различные 
моменты приписывать различные числовые значения, т. е. смотрим на них 
как на переменные числа. В течение же доказательства мы смотрели на 
них как на произвольные постоянные. И этот переход с одной точки 
зрения на другую мы совершили, почти его не сознавая, вернее же, 
совсем его не сознавая. 

Когда в какой-нибудь момент рассуждения мыслят, что пере¬ 
менное число обозначает произвольно взятое число, то говорят, 
что в этот момент переменное число рассматривается как произ¬ 
вольное постоянное. 

Постоянное по-латыни „соазіапішт ' (читается константум). Поэтому 
очень часто произвольное постоянное обозначают большой латинской 
буквой 

С, 

называемой буквой „це*. Часто постоянное число или постоянную вели¬ 
чину называют „константой®. 

§ 39. Математическое выражение и его аргумент. 

С математическими выражениями мы встречаемся уже в самом начале 
элементарной алгебры, одна из задач которой — научить, как можно пре¬ 
образовывать одни математические выражения в другие. Естественно, что 
и в высшей математике мы тоже постоянно имеем дело с математическими 
выражениями. 

Математическим выражением называется то, что получится, если 
с помощью соответствующих знаков действий и скобок изобразить 
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совокупность некоторых действий, которые должны быть произве¬ 
дены над данными числами. 

Число, получаемое в результате этих действий, называется зна¬ 
чением рассматриваемого математического выражения. 

Так, например, выражение 


1 5 у 16 


(і) 


есть математическое выражение. Оно указывает, что над входящими в него 
числами 1,5, 16, 9 и 2 должен быть произведен ряд действий. Легко 
проверить, что результатом этих действий будет число 3: 

1 4" 5 у 16 _ 

9 — 2 

Следовательно, число 3 есть значение математического выражения (1). 

Математическое выражение может быть составлено с помощью только 
одного действия или нескольких. 

Математическое выражение называется элементарным, если оно 
составлено с помощью только одного действия. Оно называется 
сложным, если составлено с помощью нескольких действий. 

Так, например, каждое из выражений 

а + Ь 4- с, аЬс, у, у а, Іо е 0 с 


есть элементарное, так как оно составлено с помощью только одного 
действия. Но выражение 

За|/дг 4- 7 Ьс 
у а 2 -|- Д 2 + с 2 


будет уже сложное, потому что оно содержит указание на целый ряд 
действий. 

Всякое математическое выражение не только указывает, какие 
действия надо произвести над числами, входящими в него, но также 
и обозначает то число, которое получится в результате этих дей¬ 
ствий. 

Так, например, выражение 


3 + 7 
6 — 8 


( 2 ) 


не только указывает, какие действия надо произвести над числами 
3, 7, 6, 8, но и обозначает то число, которое получится в результате 
этих действий. Равенство 


3 + 7 
6—8 


5 


(3) 


имеет такой точный смысл: число, обозначенное выражением (2), есть 
то же самое число, которое обозначено символом — 5. 

Если математическое выражение заключим между двумя вертикальными 
черточками, то этим мы обозначим модуль того числа, которое обозна¬ 
чено самим выражением. 
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Из равенства (3), например» следует, что 



Математическое выражение называется алгебраическим, если 
оно составлено только с помощью алгебраических действий; если 
же в него входит хоть одно трансцендентное действие, то оно 
называется трансцендентным. 

Так. например, выражение 

2 +Ѵа 
7 —с 


— алгебраическое, но каждое из выражений 

2*» 3 + 1о ёс а 

—уже трансцендентное. 

В математическое выражение, как, например, в выражение 

2 + 5/Тб 


могут входить только числа, только одни чистые числа, или в него, как, 
например, в выражение 

3 4- х 2 -\- уг 

а+Р • < а > 

могут входить и буквы. Если мы при этом на каждую букву смотрим 
как на символ, числовое значение которого выбрано, причем этот выбор 
в свое время мог быть произведен произвольно, то эти буквы будут 
символами произвольных постоянных. Если на эти буквы мы смотрим 
как на символы, числовое значение которых еще не выбрано, то они 
будут переменные. 

Те переменные, которые входят в состав какого-нибудь мате¬ 
матического выражения, называются аргументами этого выражения. 

Следовательно, если х> у } г — переменные, то они — аргументы вы¬ 
ражения (5). 

По числу аргументов математические выражения делятся на выражения 
одного, двух, трех и так далее аргументов. Так, например, если х , у, г — 
переменные, то каждое из выражений 

1 +5* 5/-Ь> 3 7 Ѵ~г 

Ѵ~Х ’ З + ІО^’ 1-1-2* 

есть выражение одного аргумента или переменного. В каждом из выра¬ 
жений 

х+У г* + х 2 у А-г 
х — у' \-\-хг' У у 2 г 2 


число аргументов равно двум. Выражение же 

х + уА-г 
V х 2 А г у 2 -> г г 2 

содержит уже три переменных, или аргумента. 
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Пусть имеем 
таксе: 


§ 40. Символы подстановки. 

какое-нибудь математическое выражение, например 


2к 4-Зу 
5х—у 


(I) 


Если мы его аргументам дадим какие-нибудь значения, то и само выра¬ 
жение (1) получит некоторое значение. Например, если мы примем х — 2, 

7 

ѵ— 1, то значение выражения (1) будет равно — , потому что, заменяя 
хи у через 2 и 1, легко найдем, что 

2.2 + 3-1 7 

5-2 — 1 " 9 * 

7 

Говорят, что -д- есть значение выражения (1) при х = 2 } у—\. (Чи¬ 
тается так: при х , равном 2, и у , равном 1.) 

То значение, которое данное математическое выражение полу¬ 
чает, когда его аргументы х 9 у 9 ...,г принимают значения, соответ¬ 
ственно равные а, &,..., с, называется его значением при х 9 рав¬ 
ном а, у 9 равном Ь 9 г 9 равном с , и обозначается так: 

[ \х=а $ у=Ь, г=с, 

ИЛИ 

[ ]хша I 

У—Ь 
яже 


где в скобках стоит данное выражение. 

Например, 

\ х ~у ] = 2_ Г Зіп(ы4-р) I =1 

1*Т.У-І*=з. 2 ’ I 1 -(-исозг» 

> = 1 2 

Когда в каком-нибудь выражении, например в выражении 

х 2 — 1 


( 2 ) 


мы приравниваем х некоторому числу а , то, чтобы найти значение вы¬ 
ражения (2) при х = а, мы в это выражение должны вместо х подста¬ 
вить а. Поэтому символы вида 

[ ] х ~а } у-Ь } ...,г=с 

называются символами подстановки. Кроме них, часто пользуются лля той 
же цели символами иного вида. 

Если математическое выражение содержит только один аргумент, 
например х 9 то чтобы указать, что его надо заменить числом а, 
перед выражением пишут символ 


х=а 
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который имеет форму небН 0 ** 1 * 0 Наклонной, почти вертикальной 
прямой черты и который вызывается символом подстановки 

Чтобы указать что * выражении, содержащем несколько аргу¬ 
ментов х, у,... 2 н е" 0 9ТИ аргументы заменить соответственно 
через о., Ъ, \ ’1 сі перед выражением пишут или символ вида 


_у=Ь г=с х=а,у - Л,...,*=с 

I I ... | , или I 


Например, 


/ 2 + *» 
I 2* + 1 


2 лг 2 " 

. 2 *+ 1 


П 
7 ’ 


ж=3, у =2 



*—-V 


ж-З, у=2 


_1_ 

У 


Ясно, что можно написать символическое равенство 


и"*.)=г...], =в - 


где в скобках на месте точек должно стоять соответствующее математи¬ 
ческое выражение. 


Часто в каком-нибудь выражении, например таком: 

3 4“ 5г 
2+Тг* 


( 3 ) 


аргумент г требуется заменить не числом, а в свою очередь каким-нибудь мате¬ 
матическим выражением. В таком случае пользуются теми же символами подста¬ 
новки. Пусть, например, в выражении (3) требуется г заменить выражением 




или, как говорят, приравнять г этому выражению. Тогда пишут 

г = 1 4“ 1 у 

/3+_5г\ _ з + 5(і + |/7)_8 + 5/ѵ 
\2 -1- 4 г) “2 + 4(1 + у у) ~ 6 + 4 У у ' 

Точно так же имеем 

+ _ 2 4- (д + 1)я __ д* + 2д л- 3 

I 1 + х і д*=я + і и -I- 2 


У \ 4- X 1 \ У \ «■ 8Щ*2 
1 — X* / 1 — 81П* 1~ 


У \ -}-5т* 2 
с 08 ^ г 
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Иногда в выражении, содержащем аргумент, требуется этот аргумент заме¬ 
нить выражением, содержащим тот же самый аргумент. Например, пусть в вы¬ 
ражении 

2 + лЗ 
2 — х* 

требуется х заменить через \х. Тогда пишут • 

I х=Ѵ7 

/Ѵ а+'^а + іу^ = з+* 

1\2 — х*/ 2—(Ух)* 2 — х' 

Здесь выражение х=Ух, стоящее в виде показателя при прямой черте, есть, 
конечно, не равенство в точном смысле слова, а условная запись. Хотя его обык¬ 
новенно чнт а ют так: п х равен У*", но смысл ею не тот, что х действительно 
равен У Ху а тот, что вместо х надо подставить \ х. Точно так же, если мы имеем 
запись 

I х=х + 3 

( ! +* ^ 1+и + З) х + 4 

/ \ 1 / 1 -і- (д: 4- $)* -Ь блг Іи * 

то мы видим в ней равенство л* — * + 3, хотя, конечно, х пе равен дг+З. Но, 
если х и не равен ж + 3, то ничто нам не мешает в выражении 

і+* 

I +х* 

написать лг + З вместо х. В данном случае запись х = х + 3 и имеет только 
этот смысл. 

§ 41. Характеристика математического выражения. 

Одной из задач элементарной математики является решение уравнений, 
т. е. нахождение неизвестных чисел, удовлетворяющих тем или другим 
условиям. 

Точно так же одной из задач высшей математики является нахождение 
неизвестных, но не чисел, а математических выражений, содержащих пе¬ 
ременные. 

Метод элементарной математики при нахождении неизвестных чисел 
заключается в том, что она, обозначая неизвестные числа буквами, 
поступает с ними так, как если бы они были уже известными чис¬ 
лами. Приблизительно подобным же образом поступает и высшая мате¬ 
матика, чтобы получить возможность с неизвестными математическими 
выражениями поступать, как с известными. 

Всякое математическое выражение содержит указание на ряд дейст¬ 
вий, которые должны быть произведены над входящими в него аргумен¬ 
тами. Будет ли совокупность этих действий нам известна или неизвестна, 
мы всегда можем обозначить ее одним каким-нибудь символом. 

Пусть, например, имеем выражение 

х ^ у 
х—У' 

Оно заключает в себе указание на совокупность трех действий: сложе¬ 
ния, вычитания и деления. 

Обозначим каким-нибудь символом, например буквой /^совокупность 
этих трех действий. Следовательно, эта буква / нам будет служить сим¬ 
волом того, что два числа должны быть сложены и потом сумм* их 
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должна быть разделена на разность их. Если мы затем мосле / напи¬ 
шем те числа, над которыми должны быть произведены эти действия, 
то получим выражение вида 




Зная, что обозначает /, мд* это выражение прочтем как требование про¬ 
извести над х и у такие действия: сложить х и у % затем вычесть у из 
х и, наконец, первую сумму разделить на полученную разность. Выра¬ 
жение (2) для нас будет иметь тот же смысл, что и выражение (1). 
Везде вместо (1) мы можем писать (2). Точно также можем написать ра¬ 
венство 


Л*, у) = 


х-\-ѵ 

х—у' 


потому что левая и правая части имеют один и тот же смысл. 

Точно так же, если бы мы имели выражение 

уг Vх + хг у + хѵ \ г г ^ 

V л*-\-у 2 т г ’ 1 

то совокупность тех действий, которые надо произвести над х, у , г, мы 
могли бы обозначить одной какой-нибудь буквой, например ф. Тогда 
выражение 

У , *) 


будет значить то же, что и выражение (3), а потому 


ф(х> у , г) = 


у2 \Гх + Х2 |/у 4- ХУ V 2 


Буквы / и ф называются характеристиками математических выраже¬ 
ний (1) и (3). 

Характеристикой математического выражения, содержащего пе¬ 
ременные, называется всякий символ (обыкновенно буква), обо¬ 
значающий совокупность тех действий, которые должны быть про¬ 
изведены над аргументами выражения. 

Чтобы изобразить математическое выражение с помощью ха¬ 
рактеристики, пишут его характеристику, а за нею в скобках пи¬ 
шут его аргументы, отделяя их друг от друга запятой. 

Следовательно, если _у, г — аргументы данного выражения, а /— 
его характеристика, то само выражение изобразится так: 

Л*. у . *). 

что читается так: „эф х у у,г*, или „эф от х, у, г*. 

Если имеем другое какое-нибудь выражение от тех же аргументов, 
характеристика которого 4 (греческая буква „пси"), то это выражение 
изобразится так: , , 

Ф( х,у, г), 

что прочтется „пси х, у,г и , или „пси от х % у % г*. 

Вообще, если выражение изображено с помощью характеристики, то 
сначала произносят название характеристики, а потом—аргументов. 

Название характеристики математического выражения прини¬ 
мается за название самого выражения. 
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Обыкновенно характеристики выражения обозначают различными на¬ 
чертаниями буквы „эф": 


/. Ф> Г\ 


мы будем называть их эф малое, эф круглое, эф фигурное — или гре¬ 
ческими буквами 

Ч>. 1>> <а. 


которые называются фи, пси, омёга или омега. 

Если буква, например /, служит характеристикой известного матема¬ 
тического выражения, то, чтобы указать, какую именно совокупность 
действий обозначает эта буква, просто пишут равенство вида: 

/(*, у,г) = ..., 


где в правой части вместо точек ставят соответствующее выражение. Так, 
например, из равенств 

Х*Л-хѴѵ г _ 

/(•*. У) = 2 + х ' • 

Р (х, у, г) = 1 

К. X 


ясно, совокупность каких действий обозначает каждая из характеристик 

/, Ф и Р. 

Конечно, в течение одного и того же рассуждения одна и та же 
буква должна обозначать одну и ту же совокупность действий. 

Нельзя одновременно принимать, что 


Пх,у) = 


X 4 - у 
Х—У 


и что 


Нх, у) 


X 2 — у 2 

х-\-у ‘ 


Для различных математических выражений обязательно должны быть 
взяты и различные характеристики, но только за одним исключением. 

Математические выражения могу г отличаться друг от друга или 
только действиями, или только аргументами, или тем и другим. Напри¬ 
мер, два выражения 


х 4 -у 
X — у 


И I / X 2 ^ у- 


имеют одни и те же аргументы, но составлены с помощью различных 
действий. Напротив, выражения 

х 4- у и 4- ѵ 

-- и — ! — 

х — у и — ѵ 

содержат указания на одни .и те же действия; аргументы же их раз¬ 
личны. Точно так же выражения 

У х 2 -\-у 2 и У а 1 -)- ѵ * 
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отличаются друг 0 т друга только аргументами, но не действиями. Выра¬ 
жения же 

,- иА-ѵ 

V X* + у 2 и — ! — 
и — ѵ 

отличаются и аргументами, и действиями. 

Возьмем выражение 

х 4 у 
Х — У л 

Если его характеристику обозначим через /, ю имеем равенство 

// * х +■ ѵ 

/(*. у) = -—- ■ 


( 1 ) 


( 2 ) 


Рассмотрим теперь выражение 


и А- ѵ 
и — ѵ' 


( 3 ) 


Отличается оно от (1) только тем, что вместо х и у стоят и и ѵ % но 
действия над и и ѵ — те же, что над хм у. Поэтому за характеристику 
выражения (3) можно взять ту же букву / и написать 


/{и, ѵ ) = 


и -|~ ѵ 


Вообще раз написано равенство 


Г(х,у) = 


х -1- у 


(4) 


х — У 

то тем самым вполне определена та совокупность действий, которые 
обозначает буква /. После этого, если мы в выражение 

/(х,У) 

вместо х и у подставим что угодно, то это значит, что над тем, чго 
подставлено, надо произвести те же действия, что над хм у. Поэтому, 
если имеем (4), то 


/(«. V) = 


/(3. а) = - 


3 + а 


и — ѵ . '^''-4-7’ 


/(4, 7) 


4+7 


,/ 1 1 \ г и и-г - г ~ Ѵ Х Л-\У 

Лт- т)-т—г“г=г /№ 


а также 

11 

Vх Л- Ѵу_ 

V X — Ѵу 

г и 

и т. д. 

Обратим особое внимание на выражения одного аргумента. Пусть 

Г(х)== т^> 

Ф И *= И- Ѵх. 


( 1 ) 
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( 2 ) 



Тогда 


п оѵ 1 х* / — 1 4- * 


# (дг 2 ) = 1 Н- лг ? , ф (/д) = 1 + Vх. 


Выражение 

![ф{х)\ 

значит, что в (1) надо вместо х подставить ф (х). Напротив, выражение 

Ф[/(х)] 

указывает, что во (2) надо х заменить через /(л). Поэтому 


ІФ(Х))^ 


х=\+Ѵх 



2 + 2/х+х 
х-\-2\/~х 


/ 1 _ х 1 _ 

О + ѵх)=\ + \/ 

Точно так же, если 




/ 1 \ х * 

, 1 


<Р(5ІП ')=— Г,, 

СО&* 1 




§ 42. Заключение. 

Переменное число есть всякий символ, который может обозначать 
различные числа. 

Постоянное число есть всякий символ, который обозначает неко¬ 
торое число. 

Переменные, которые входят в состав математического выражения, 
называются его аргументами. 

Математическое выражение называется элементарным, если оно со¬ 
держит указание только на одно элементарное действие. Оно назы¬ 
вается сложным, если содержит указание на ряд действий. 

Характеристикой математического выражения пазы - 
вается всякий символ, обозначающий совокупность тех дей¬ 
ствий , которые должны быть произведены над аргумен¬ 
тами выражения , 
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ПЕРЕМЕННАЯ ВЕЛИЧИНА И ФУНКЦИЯ. 

В предыдущих главах мы рассмотрели понятие числа и тесно связан¬ 
ное с ним понятие о математическом выражении. Теперь перейдем к рас¬ 
смотрению двух следующих основных понятий Анализа: переменной 
величины и функции. 

§ 43. Постоянные н переменные величины. 

Простое наблюдение окружающего мира принуждает нас разделить 
все величины на два обширных класса: на постоянные и переменные. 

Величина, которая сохраняет одно и то же числовое значение, 
называется постоянной величиной; величина же, которая может 
менять свои числовые значения, называется переменной. 

Так, например, объем нагреваемого тела есть величина переменная. 
Радиус же колеса велосипеда, пока, конечно, колесо в исправности, 
дает пример постоянной величины. 

Строго говоря, в природе мы не наблюдаем постоянных величин. 
Хоть медленно, но с течением времени все меняется. Поэтому постоян¬ 
ные величины существуют только в нашем уме как продукт отвлечен¬ 
ного мышления. 

Разделяя величины на постоянные и переменные, необходимо с са¬ 
мого же начала отметить, что 

одна и та же величина, рассматриваемая в различные моменты 
одного и того же изучаемого явления, может нам представляться 
то постоянной, то переменной. 

Так, например, если маленький шарик катится по столу до тех пор, 
пока, наконец, не срывается с него и не падает на пол, то расстояние 
шарика ог пола есть постоянная величина, пока шарик еще на столе, 
и то же расстояние становится переменной величиной, когда шарик 
начнет падать. 

§ 44. Переменные величины в анализе. 

В природе мы всякую переменную величину всегда наблюдаем в том 
или ином процессе изменения; но в формулах анализа переменная вели¬ 
чина является нам в иной, своеобразной форме. Действительно, рассмо¬ 
трим, например, формулу свободного падения тел в пустоте. Если 5 — 
путь, пройденный телом в промежуток времени 1 , то 

* = у*<*’ (I) 

где % — ускорение. Но в этой формуле символы $ и і являются уже 
не символами пути и времени, а символами их числовых значений, т. е. 
символами, могущими обозначать те или иные числа. Но символ, 
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который не обозначает, а только может обозначать различные числа, 
мы назвали переменным числом. 

В формулах анализа переменные величины всегда появляются 
в форме переменных чисел, т. е. в форме символов, не имеющих, 
а только могущих принимать различные числовые значения. 

В связи с этим обратим внимание на то, что надо остерегаться 
рассматривать переменные величины, входящие в формулы, как находя¬ 
щиеся в некотором процессе изменения. Переменная величина в формуле 
есть символ, которому мы в течение рассуждения можем приписывать 
различные числовые значения, — и только. При этом сам символ не 
меняется. Но он может в различные моменты рассуждения обозначать 
различные числа. Так, например, в формуле (1) сами символы $ и і не 
меняются. Но в различные моменты они связываются в нашей мысли 
с различными числами — их значениями. 

§ 45. Геометрическое изображение величин. 

Примем горизонтальную прямую за ось абсцисс. Выберем на ней 
положительное направление слева направо, и пусть а — некоторая постб- 
янная величина. Следовательно, символ а в течение всего рассуждения 
должен обозначать одно и то же число. 

Это число геометрически может быть изображено некоторой точкой і 4, 
абсцисса которой равна как раз этому числу. Естественно принять эту 
точку А за геометрическое изображение величины а . Следовательно: 

Всякая постоянная величина геометрически может быть изобра¬ 
жена точкой, абсцисса которой равна числовому 
значению этой величины. 

Пусть теперь х —переменная величина, т. е. символ, 
который может обозначать различные числа. 

Вообразим на прямой точку М (черт. 37), которая 
может менять свое положение, и предположим, что всякий раз, как х 
меняет свое значение, точка М меняет свое положение, но так, что 
ее абсцисса всегда равна числовому значению х . Мы можем принять эту 
точку М за геометрический образ переменной величины, а потому: 

Всякая переменная величина может быть геометрически изоб¬ 
ражена подвижной точкой, которая меняет свое положение на 
прямой так, что ее абсцисса постоянно равна значению рассматри¬ 
ваемой переменной величины. 

Такое геометрическое изображение чрезвычайно выгодно, потому что 
оно дает возможность наглядно представить себе самые разнообразные 
законы изменения переменных величин. Оказывается, что несмотря на 
все разнообразие величин, каждая из них меняется так, как абсцисса 
некоторой подвижной точки. 

В дальнейшем очень часто, даже почти всегда, мы- 
будем обозначать одной и той же буквой и перемен, 
ную величину, и точку, изображающую эту перемен 
ную величину, и абсциссу этой точкл. 

§ 46. Прерывное и непрерывное изменение величин. 

Законы изменения переменных величин могут быть весьма разнооб¬ 
разны. Особенности их зависят от той последовательности, в которой 
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переменная величина принимает свои числовые значения, и от того, како- 
вы эти значения. 

Так, например, если одна величина х принимает значения,* последо¬ 
вательно равные целым положительным числам: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, ... , 

а другая величина у принимает значения,, последовательно равные целым 
отрицательным числам: 

—1, —2, —3, — 4 , —5, —6,..., 

то законы изменения этих величин различны. Но если две переменные 
величины и и ѵ изменяются так, что в течение всего процесса изменения 
числовые значения их в каждый момент равны между собой, то мы го¬ 
ворим, что они изменяются по одному и тому же закону, и пишем: 

и = ѵ. 

Все возможные законы изменения переменных величин разделяются на 
два обширных класса, резко отличающихся друг от друга: переменная 
величина может изменяться или непрерывно, или прерывно. 

Непрерывным изменением переменной величины называется вся¬ 
кое изменение, которое может быть изображено абсциссой под¬ 
вижной точки, перемещающейся по оси непрерывным дви¬ 
жением. 

Всякое иное изменение переменной величины называется пре¬ 
рывным. 

Что же касается того, чтб же это тб, что мы называем непрерывным 
движением точки по прямой, то мы принимаем, что 

всякий имеет ясное и отчетливое представление 
того, что называется непрерывным движением точки. 

Легко убедиться, что величина, изменяющаяся непрерывно, обладает 
следующим свойством: 

Если величина, изменяющаяся непрерывно, может принимать 
два каких-нибудь значения а и Ь, то в таком случае она может 
принимать и каждое значение, промежуточное между а и Ь. 

В самом деле, отметим на оси лг-ов две точки 

А _ С В А и В, абсциссы которых равны а и Ь (черт. 38). 

о с Ь Пусть с — величина, промежуточная между а и Ь. 

Черт. 38. Геометрически она изобразится некоторой точ¬ 

кой С, промежуточной между точками А и В. 
Пусть, наконец, М — подвижная точка, изображающая переменную 
величину х. Если эта величина изменяется непрерывно от а до Ь , 
то изображающая ее точка М переходит непрерывным движением 
из А в В. Но, чтобы из А перейти в В, точка М должна перейти 
через С у и так как в тот момент, когда М совпадает с С, х 
равно Су следовательно, всякая непрерывно изменяющаяся величина, при¬ 
нимая значения, равные а и должна принять также значение, равное 
лобой величине с % промежуточной между а и Ь. 

Как следствие, мы заключаем: 

Если переменная величина, принимая два каких-нибудь значе¬ 
ния, в то же время не может принимать некоторых значений, 



промежуточных между этими двумя значениями, то эта перемен¬ 
ная величина изменяется прерывно. 

Так» например, если переменная величина может принимать только 
целые положительные значения, то она изменяется прерывно. 

§ 47. Монотонное и колеблющееся изменение величины. 

Как прерывное, так и непрерывное изменение переменной величины 
всегда происходит по одному из следующих законов*. 

Если переменная величина изменяется так, что в течение всего 
процесса изменения всякое значение ее больше всех предыдущих 
значений и меньше всех последующих значений, то переменная 
величина называется возрастающей величиной. 

Такая величина может быть геометрически изображена абсциссой 
точки, движущейся по горизонтальной оси вправо. 

Переменная величина называется убывающей, или уменьшаю¬ 
щейся, если она изменяется так, что всякое ее значение больше 
всех следующих ее значений и меньше всех предыдущих ее зна¬ 
чений. 

Пример такой величины дает абсцисса точки, движущейся по гори¬ 
зонтальной прямой влево. 

Если величина в течение всего процесса изменения или только 
возрастает, или только убывает, то говорят, что величина изме¬ 
няется монотонно. Всякая величина, которая изменяется не моно¬ 
тонно, называется колеблющейся величиной. 

Следовательно, колеблющаяся переменная величина в одни моменты 
процесса своего изменения возрастает, в другие — убывает. Примером 
ее может служить абсцисса точки, которая движется сначала вправо, 
потом влево, затем опять вправо и т. д. 

§ 48. Постоянная величина как переменная. 

Мы определили переменную величину как символ, который может при¬ 
нимать различные числовые значения. Это определение оказывается по¬ 
лезным расширить. 

Мы будем переменной величиной называть также и всякий 
символ, относительно которого неизвестно, обозначает ли он одно 
и то же число, или же он может обозначать различные числа. 

Такое расширение понятия о переменной величине оказывается потому 
полезным, что получается возможность и постоянную величину рассмат¬ 
ривать как переменную. 

Пусть, например, у — символ некоторой величины, и пусть эта ве¬ 
личина может принимать только те числовые значения, которые полу¬ 
чаются, если в правой части равенства 

1 — л* 3 х -|- 2х 3 х 2 

У= 1 х 1 -\-х г ^ 1 

мы будем давать х различные значения. На первый взгляд кажется, что, 
Давая х различные значения, мы будем для у получать тоже различные 
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значения. Следоиательно, повидимому, у — переменная величина. Но, де¬ 
лая приведение, мы получаем: 

1 — х — х* х 2х* -\- х 2 1 +л; 2 

- Г + х* — 1 + х 2 ‘ 

Немедленно же убеждаемся, что 

’ У=1- 

Таким образом, величина, которая на первый взгляд представлялась 
переменной, оказалась постоянной. 

Рассмотрим еще пример. Пусть г — расстояние движущейся точки Ж 
от неподвижной точки Л, и пусть мы не знаем еще, по какому закону 
совершается движение точки М. Мы естественно считаем г перемен¬ 
ной величиной, но если окажется, что М движется по окружности с цен¬ 
тром в Л, то г будет принимать значения, равные между собой, т. е. 
будет величиной постоянной. 

Таким образом, мы иногда принуждены рассматривать постоянную 
величину как переменную. Это бывает в том случае, когда мы не знаем, 
принимает ли какая-нибудь величина различные значения или сохраняет 
одно и то же значение. Поэтому мы выскажем следующее положение: 

Всякую постоянную величину можно рассматривать как пере¬ 
менную, которая последовательно принимает значения, равные 
между собой. 

Само собой разумеется, что по существу всякая переменная величи¬ 
на должна принимать различные значения. Ввиду этого будем говорить, 
что только условно можно постоянную величину рассматривать как 
переменную. Мы увидим, что такое условие оказывается часто чрезвы¬ 
чайно полезным. 


§ 49. Функция. 

Наблюдая в окружающем нас мире переменные величины, мы убе¬ 
ждаемся, что изменения некоторых из них зависят от изменения других. 
Так, например, высота ртутного столбика в термометре зависит от темпе¬ 
ратуры окружающей его среды; дальность полета камня зависит от силы, 
с которой он брошен. Эти и подобные им факты заставляют нас разде¬ 
лить переменные величины на два класса: на зависимые и независимые. 

Но в приведенных примерах, а также и вообще во всех 
случаях, когда мы встречаемся с величинами, наблюдае- 
а мыми в природе, мы имеем дело с так называемой причин- 

- х - ной зависимостью. Эту зависимость надо отличать от фун- 

Черт. 39. кциональной , к выяснению которой мы и перейдем. 

Условимся через х, у, г и и обозначать катеты, гипоте¬ 
нузу и площадь всякого произвольно взятого прямоугольного треугольника 
(черт. 39). В зависимости от того, какой именно треугольник будет нами 
взят, эти величины будут иметь те или иные значения, а потому они — 
переменные величины. Но можем ли мы им всем приписать по нашему жела¬ 
нию любые значения? Легко видеть, что нет. Только двум из -них мы можем 
дать какие угодно значения, но после выбора этих значений мы уже 
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не можем по нашему произволу выбирать значения и для двух осталь¬ 
ных. Так, например, если мы примем, что 

* = 3 , у = 4 , ( 1 ) 

то тогда мы не можем для гипотенузы г и площади и брать значения 
по нашему желанию, но должны принять, что 

2 = 5, и = 6. 

И вообще, так как _ 

г = |/л: 2 -| -у», и = у, 

ясно, что всякий раз, как произведен выбор значений х и у, тем 
самым вполне определяются и значения переменных г и и. 

Таким образом, в этом примере из четырех величин лг, у у г у и двум 
из них, хи у, мы можем приписывать значения совершенно произвольно; 
но после выбора этих значений мы должны мыслить, что г и и через 
этот выбор уже принимают вполне определенные значения. Поэтому мы 
скажем, что величины лги у — независимые переменные, величины же гг и 
и — зависимые. Но эта зависимость их от х и у 9 очевидно, не есть 
причинная зависимость. Она называется функциональной. Вообще: 

Система переменных величин дг, у 9 ... 9 г называется системой не¬ 
зависимых величин, если значение для каждой из них можно при¬ 
писывать произвольно. 

Величина го называется зависимой от величин х, у,о, если 
всякий раз, как х, у,... г принимают вполне определенные значения, 
и го принимает одно или несколько вполне определенных значе¬ 
ний. 

Так, например, мы можем взять круг произвольного радиуса. Но 
всякий раз, как значение радиуса выбрано, площадь круга имеет опре¬ 
деленное значение. Следовательно, площадь круга есть величина, зави¬ 
сящая от радиуса круга. 

Точно так же объем прямоугольного параллелепипеда зависит от дли¬ 
ны его ребер. 

Зависимую величину обыкновенно называют функцией. Из предыду¬ 
щего ясно, что понятию функции может быть дано такое определение. 

Величина гѵ называется функцией независимых переменных 
х 9 у ,..., г, называемых также ее аргументами, если всякий раз, как 
все эти аргументы принимают какие-нибудь определенные значе¬ 
ния, го тоже принимает одно или несколько вполне определенных 
значений. 

Если величина го всегда принимает только одно значение, то 
она называется однозначной функцией; если же величина го мо¬ 
жет принимать несколько значений, то она называется многознач¬ 
ной функцией. 

Многозначные функции разделяются на двузначные, трехзначные 
и т. д., соответственно числу тех значений, которые они могут 
принимать. 

Соответственно числу аргументов функции разделяются на функ¬ 
ции одного, двух, трех и т. д. аргументов. 

Следовательно, согласно этому определению функция есть не что 
иное, как зависимая величина. 
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Рассмотрим еще несколько примеров функций. 

Пусть чв) — объем прямоугольного параллелепипеда, ребра которого — 
дг, у, г % Имеем: 

чѵ — хуг. 

С изменением ребер меняется и объем параллелепипеда. Но вся¬ 
кий раз, как л:, у, г имеют вполне определенные значения, то и ю 
имеет определенное значение. Следовательно, т есть функция, а 
л:, у, * — ее аргументы. 

Пусть мы имеем трапецию. Если х — ее нижнее основание, у — ее 
верхнее основание, г — высота и и — площадь, то 

_ (х+У)г 

- 2 ’ 

и всякий раз как лг, у , г имеют определенные значения, то и тоже 
имеет определенное значение, а потому и — функция Ху у , г. 

Пусть относительно переменных х , у, ѵ известно, что значения их 
связаны уравнением: 

ѵ 2 — 2 (х -[-у) ѵ + ху = 0. 

Решая это уравнение, находим: 

ѵ = х+У±Ѵ Г х і -\~У і -{-ху, 

и всякий раз как х и у имеют определенные значения, то ѵ тоже имеет, 
но не одно, а два определенных значения, потому что перед корнем 
мы можем взять любой знак. Следовательно, ѵ — функция х и у, и при¬ 
том двузначная. 

Можно было бы множить без конца примеры функций, потому что 
всякая величина хе/, значение которой зависит от значений некоторых 
величин х у у у ..., г у есть функция этих величин. 

Только введя понятие о функции, мы можем кратко и точно опре¬ 
делить, что такое Анализ. 

Задача Анализа — изучение свойств функций. 

Поэтому ясно, что понятие о функции — это одно из самых основ¬ 
ных понятий анализа. Мы встретим в дальнейшем очень много чрезвы¬ 
чайно важных понятий, но все они играют служебную роль; их вводят 
только для того, чтобы в них получить орудие для исследования свойств 
функций. 


§ 50. Происхождение функций. 

Рассмотрим некоторые источники происхождения функций. Для про¬ 
стоты ограничимся функциями одного переменного, и притом однознач¬ 
ными. Пусть у — такая функция х л и предположим, что если х принимает 
значение а, то .у принимает значение Ьу или, говоря короче, еслид: = я, 
то у = Ь. В таком случае говорят, что значению а переменного х соот¬ 
ветствует значение Ь переменного у, или что Ь есть значение функции, 
соответствующее значению а ее аргумента. Следовательно, если у есть 
однозначная функция х , то каждому .значению х соответствует значение у. 
Это соответствие между значениями х и у может быть установлено раз¬ 
личными способами. Один из них следующий: возьмем произвольно 
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какое-нибудь математическое выражение с одним аргументом х, напри¬ 
мер такое: 


Н-* 

1 


(1) 


и условимся, когда х имеет какое-нибудь значение, для у приписывать 
значение, равное значению выражения (1). Это условие естественно 
запишется так: 


+ АГ 


1 -г л; 2 ‘ 


( 2 ) 


Так как через это равенство каждому значению х соответствует зна¬ 
чение у , поэтому у есть функция х. 

Вместо выражения (1) мы могли бы взять любое выражение и счи¬ 
тать у равным ему. Например, равенство 

у = 2 + Ѵ~х ( 3 ) 


связывает значения хи у так, что каждому значению х соответствует 
значение у, а потому это равенство тоже определяет у как функцию х . 

Конечно, функция, определенная равенством (2), есть функция, от¬ 
личная от функции, определенной равенством (3), и если мы принуждены 
рассматривать эти два равенства одновременно, то мы должны считать ^у, 
входящий в равенство (3), отличным от у у входящего в равенство (2). 

Ясно теперь, что если мы имеем какое угодно математическое вы¬ 
ражение, например, такое: 

х ъ 4- Ззіпх 


то, взяв равенство 


1 -{-4у г х 


г — 


х ъ +- Ззіп х 
1 + 4 / л: ’ 


мы получим г как функцию х. Следовательно, 

всякое математическое выражение может служить источником 
функции. 

Рассмотрим другой пример. Возьмем окружность радиуса, равного 
единице. Отложим на ней произвольную дугу АМ (черт. 40), которую 
обозначим через х. Из точки М опустим на радиус ОА 
перпендикуляр М(? а Пусть у и г — отношения век¬ 
торов ОМ и ОС} к радиусу: 


У = 


ОМ 

ОА 


г — 


од 

ОА 



Так как радиус равен единице, следовательно, 
у есть числовое выражение вектора ОМ, а г — чи¬ 
словое выражение вектора 00. Ясно, что с измене¬ 
нием дуги х будут меняться у и ^ но всякий раз как х получает 
определенное значение, у и г имеют тоже определенные значения, а 
потому у и г — функции х. Как известно из тригонометрии, эти функ¬ 
ции называются синусом и косинусом. 
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Из этого Примера видно, что источником происхождения функции 
могут служить зависимости между величинами , принадлежащими 
одному и тому же геометрическому образу. 

Следующий способ получения функций заслуживает особого вни¬ 
мания. 

Будем называть кривой линией, или просто кривой, всякий геоме¬ 
трический образ, представляющийся в виде одного непрерывного следа 
движущейся точки, и пусть АВ — какая-нибудь данная кривая. Выбрав 

некоторую систему прямоугольных декар- 
У & товых координат (черт. 41), обозначим че- 

г рез х и у координаты переменной точки 

_ М. Называя точку М переменной, мы 

^ разумеем точку, значение координат ко- 

/Зр) торой еще не выбрано и, следовательно, 

^ положение которой на плоскости еще не 

А—^ определено. Ясно следующее: если мы ко- 

Л _|__ х ординатам точки М дадим совершенно 

.^3* 3* произвольно два каких-нибудь значения, 

Черт. 41. то она, вообще говоря, не будет лежать 

на кривой АВ. Но нетрудно видеть, что 
для того чтобы точка М лежала на кривой, мы можем одной из ее ко¬ 
ординат, например абсциссе л:, дать какое угодно значение; но после 
выбора этого значения значение для у уже нельзя брать произвольно. 
Чтобы убедиться в этом, поступим так. 

Отметим на оси X несколько точек а 2) а ѵ а 8 , ... с произвольно 
взятыми абсциссами а ѵ а, п а 8 , ... *). Восставим в этих точках перпен¬ 
дикуляры. Каждый из них пересечет кривую в одной или нескольких 
точках, ординаты которых обозначим соответственно буквами р ѵ р г Ръ> ... 
(черт. 41). Так, например, р в — ордината точки Р 3 . Ясно теперь, что 
если мы примем 

х—а ѵ 

то для того, чтобы точка М лежала на кривой АВ> мы должны принять 
у = Ь 1 . 

Если же мы примем 

х — а 2 > 

то для у мы можем взять только одно из трех значений, а именно: 

У = Рѵ или у=р 21 или у=р г 
Если же мы возьмем 

то должны принять х = ц Л или х = д 2 . 

Итак, если точка (х,у) с переменными координатами должна лежать 
на данной кривой, то мы можем абсциссе х давать произвольные зна¬ 
чения, но выбором этого значения уже вполне определяются одно или 
несколько значений для у. Следовательно, в этом случае у зависит от 
х , а потому у есть функция х. Так мы приходим к следующему 
чрезвычайно важному положению. 

*) Мы обозначаем одной и той же буквой и точку, и ее абсциссу. 
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Ордината переменной точки всякой кривой есть функция 
абсциссы. 

Рассмотрим пример. Опишем радиусом а окружность вокруг начала 
координат и пусть М(х, у )— переменная точка, лежащая на окружности. 
Ее координаты должны удовлетворять уравнению: 


откуда 


х 2 -\-у 2 = а 2 , 


У = ± 


0 > 


Теперь ясно, что для х мы можем брать значения произвольно, но, 
выбрав для него значение, мы должны для у уже брать только одно из 
тех двух значений, которые дает равенство (1). 

Ордината точки на окружности есть функция абсциссы. 


§ 51. Характеристика функций. 

В тесной связи с понятием функции стоит чрезвычайно важное 
понятие о характеристике функции. 

Пусть попрежнему г и и — гипотенузам площадь прямоугольного тре¬ 
угольника, катеты которого — х и у (черт. 42). Имеем: 

2 = ]/х 2 И = у. 

Из этих равенств ясно, что закон зависимости г от х и у отличен от 
закона зависимости и от тех же переменных хну. Различие в законах 
проявляется в том, что одним и тем же значениям пере- .. 
менных хну соответствуют различные значения для гни. у 

Рассмотрим общий случай. Пусть ѵ) — функция аргумен- 

тов х у у, ... , 2 г. Следовательно, всякий раз, как х, у, ... , г - у — 

получают определенные значения, ѵ) тоже получает одно черт. 42. 
или несколько определенных значений. 

Таким образом, всякой функцией устанавливается некоторый закон 
перехода от одних чисел к другим числам, а именно от значений аргу¬ 
ментов к значениям функции. Этот закон мы можем обозначить каким- 
нибудь символом, например буквой. 

Определение. Тот символ, которым обозначен закон соответ¬ 
ствия между значениями функции и ее аргументов, называется ха¬ 
рактеристикой функции. 

Если V) — функция аргументов х:,у,г и если /—характе¬ 
ристика этой функции, то пишут так: 

іѵ =/{х,у,г), 

что читается таи: <ш равно / от л с,у,, г. 

Если аргументы х, у, ... , г принимают соответственно значе¬ 
ния, равные а, Ь, ... с 9 то в таком случае то значение, которое при 
этом получит щ обозначают так: /(а, с). 

Так, например, пусть х — дуга АМ окружности радиуса, равнрго 
единице (черт. 40). Опустив из М перпендикуляр на радиус СМ, полу¬ 
чим два вектора Си Оф, числовые выражения которых обозначим 
через у иг. Ясно, что у и г — функции х. Но закон зависимости _у от х 
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отличен ог закона зависимости г от х. Как известно, у называется си¬ 
нусом и закон его зависимости принято обозначать так: віп. Закон за¬ 
висимости г от лг, т. е. косинуса, принято обозначать так: сов. Поэтому 
мы имеем равенства 

у = 5ІП (*), 2 — СОВ (х), 

и в этих равенствах символ зіп есть характеристика функции синуса, 
а символ со 5 — характеристика функции косинуса. 

Из этого примерз ясно, что символ характеристики не должен обя¬ 
зательно изображаться одной буквой. Он может быть и более сложного 
характера. 

Вернемся опять к прямоугольному треугольнику, но предположим, 
что мы только что приступили к изучению геометрии и что все наши 
знания ограничиваются знанием понятия угла и перпендикуляра. Этих 
знаний нам достаточно для того, чтобы убедиться, что гипотенуза есть 
функция катетов. Действительно, для этого достаточно рассуждать так: 
возьмем для катетов хну какие-нибудь значения и построим отрезки 
О А и ОБ , соответствующие этим значениям. Немедленно же убеждаемся, 
что гипотенуза г будет иметь некоторое хотя нам и неизвестное, но 
вполне определенное значение. Следовательно, г есть функция хи у. 
Мы можем обозначить какой-нибудь буквой, например буквой Г, пока 
нам еще неизвестный закон зависимости 2 от х и у. После этого мы 
напишем равенство 

г—Г(х,у), (1) 

и мы могли бы раз навсегда условиться под Б разуметь тот закон, ко¬ 
торым связывается значение гипотенузы со значениями катетов. 

Как мы видим, надо очень мало знать, чтобы иметь возможность 
утверждать, что гипотенуза — функция катетов. Совершенно точно также 
немного надо знать, чтобы ввести понятия о синусе и косинусе, а также 
ввести значки віп и сов для их обозначения. Но наша мысль на этом не 
успокаивается. Установив, например, что гипотенуза — функция катетов, 
и введя Г как характеристику этой функции, мы продолжаем дальше 
изучать геометрию и знакомимся с теоремой Пифагора. Она нам дает 
право вместе с прежним равенством 

г=Р(х,у) (1) 

написать, что 

г = |/Ѵ + У*. (2) 

Теперь тот закон, который раньше был обозначен нами буквой Г, 
раскрыл нам свою сущность. Мы теперь не только знаем, что г .зави¬ 
сит от х и у, но также знаем, какие действия надо произвести над 
значениями х и у, чтобы получить значение г . Мы в равенстве (1) те¬ 
перь можем смотреть на Р как на символ тех действий, которые надо 
произвести над хну, чтобы получить значение г , а на само выра¬ 
жение Р(х, у) можем смотреть как на сокращенное обозначение выра¬ 
жения (2): 

Р{х, У) = 1/Ѵ+У* 

и на символ Р — как на характеристику этого выражения. 
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Вернемся к общему случаю. Пусть известно, что тѵ — функция 
дг, у, , г, и пусть /— ее характеристика: 

™=Дх,у, ... , г). (3) 


Математик, естественно, стремится всякую зависимость между вели¬ 
чинами выразить в соответствующих формулах, в соответствующих ма¬ 
тематических выражениях. Положим, что для функции (3) нам это 
удалось и мы, например, нашли, что 


2 + Vу* 


Теперь тот закон, который мы раньше обозначили через /, выразился 
через математическое выражение (4), а потому в (3) мы на / можем 
смотреть как на символ тех действий, с помощью которых построено 
математическое выражение. Следовательно, если мы имеем какую-нибудь 
функцию 

г=/(х,у, ... , г) 


и в то же время можем выразить закон зависимости функции от 
аргументов через математическое выражение , то на характеристику 
функции можно смотреть как на символ совокупности тех действий , 
которые надо произвести над значениями аргументов , чтобы полу¬ 
чить значение функции , а потому мы можем высказать такое поло¬ 
жение: 

На характеристику функции всегда можно смотреть как на 
символ совокупности тех действий, которые надо произвести над 
значениями аргументов, чтобы получить значения функции. 

Против этого утверждения можно возразить следующее. Если, на¬ 
пример, у — функция х и / — ее характеристика: 

У=Дх), 

то является вопрос: всегда ли можно найти такую совокупность дей¬ 
ствий, с помощью которых из значения аргумента могут быть полу¬ 
чены значения функции? Или, выражая ту же мысль в несколько иной 
форме: всякий ли закон зависимости может быть представлен через ма¬ 
тематическое выражение, составленное с помощью известных нам дей¬ 
ствий? Ответ, очевидно, в общем случае должен быть отрицателен. Так, 
например, если у связан с х равенством: 

у 2 — х, 


то у зависит от х, и мы пишем 

У = ±Ѵ Г х. 

Но чтобы написать это равенство, необходимо знать действие из¬ 
влечения корня. Если же мы этого действия не знаем, то для нас вся¬ 
кий закон, требующий для своего выражения среди других действий 
и действия извлечения корня, не может быть представлен математическим 
выражением. 

Из этого затруднения мы легко -выходим так. Если 
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и если закон, Выражаемый символом /, не может быть Представлен ма¬ 
тематическим выражением, составленным с помощью уже известных нам 
действий, то в таком случае символ / мы можем рассматривать как 
символ нового, еще не изученного нами действия. Так, например, если 
у связан с х равенством 

\0 у = х, • 

то у мы называем логарифмом х пр^ основании 10 и пишем 

у = 1о^ 0 х. 

Но вводя понятие логарифма, элементарная алгебра не указывает 
совокупности тех действий, с помощью которых можно от числа пе¬ 
рейти к его логарифму. Этот переход она рассматривает как новое 
действие, называет его логарифмированием и подобно тому, как для 
обозначения действия сложения употребляется знак плюс, таки для действия 
логарифмирования по основанию 10 употребляется знак 1о§ 10 . 

Точно так же, когда мы вводим в самом начале изучения тригоно¬ 
метрии понятие о тригонометрических функциях и обозначаем их так: 
зіп х у С05 х % і%х, сі§;л:, то мы еще не знаем тех действий, с помощью 
которых, зная дугу, можно было бы вычислить, например, ее синус. 
Поэтому на каждый из символов зіп, соз, мы должны смотреть 

как на символ нового действия. 


§ 52. Двойное значение термина „функция**. 


Если мы имеем некоторое математическое выражение с переменными 
аргументами, например 


ту 


XV “1“ 5ІП 2 


(I) 


то ѵ) есть функция от х , у, г , потому что всякий раз, как х, у , г при¬ 
нимают определенные значения, т тоже принимает определенное зна¬ 
чение. Таким образом, всякое математическое выражение определяет не¬ 
которую функцию своих аргументов. Поэтому математические выражения, 
в состав которых входят переменные, тоже называют функциями. 

В настоящее время слово „функция" постоянно употребляется 
в двух смыслах: функцией называют как всякую зависимую ве¬ 
личину, так и всякое математическое выражение, содержащее пе¬ 
ременные аргументы. 

Это стоит в связи с тем, что понятие функции в действительности 
есть более сложное понятие, чем оно кажется на первый взгляд. Пусть, 
например, попрежнему х, у, г — катеты и гипотенуза. Имеем 

г = ]/ г х 2 + у 2 . (2) 


Мы говорим, что г есть функция х и у . При этом мы видим, что, 
кроме независимых переменных х и у, мы еще имеем: 1) зависимую 
величину г и 2) закон зависимости, выражаемый математическим выра¬ 
жением. И легко видеть, что то же самое мы имеем и в общем случае. 
Действительно, пусть ѵ) — функция нескольких аргументов х, у, г и пусть 
/—ее характеристика: 

=/(*. У, г). 
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Но под характеристикой мы разумеем символ совокупности тех дей¬ 
ствий, которые надо произвести над значениями аргументов, чтобы по¬ 
ручить значение функции. Поэтому все выражение 

Л*. У, г) 

по существу есть не что иное, как сокращенное обозначение некоторого 
математического выражения. Так, например, если 

™=Дх,У, г) 

и если мы в то же время знаем, что 

х'А-р + г* 

ті> = — - -, 

х+У-Г* 

то в этом случае /(х, у % г) короче обозначает выражение 

* 2 4 -у 2 +г 2 
х ~\~У~\~ г 

Следовательно, раз мы имеем некоторую функцию от аргумен¬ 
тов х, у , г, то тем самым мы имеем некоторое математическое 
выражение , которым дается зависимость функции от аргументов. Обратно, 
пусть имеем математическое выражение, например, такое 


х—У 

х+у' 


( 1 ) 


Одновременно с этим выражением мы можем рассматривать такую вели¬ 
чину г, для которой 


г 


х —У 
Х+У' 


т. е. значения которой равны значениям выражения (1). Ясно, что г бу¬ 
дет функцией от * и у. 

Следовательно, раз мы имеем некоторое математическое выражение, 
то тем самым имеем и соответствующую ему функцию. 

В результате мы приходим к следующему заключению: 

Нельзя мыслить понятие функции, не мысля в то же время за¬ 
висимой величины и математического выражения, которым дается 
закон зависимости. 

Это наглядно проявляется в записи. Когда мы говорим, что чі) — 
функция лг, у, ... , г и пишем 


™=/\Х, у, ... ,г). 


то мы явно имеем перед глазами и зависимую величину, и математиче¬ 
ское выражение. 

Но при суждениях о функции иногда на первый план выступает за¬ 
висимая величина, математическое же выражение как бы остается в тени. 
Иногда же, напротив, все наше внимание обращается только на матема¬ 
тическое выражение. 

В зависимости от того, чтб в данный момент стоит в центре 
внимания, математическое выражение или зависимая величина, под 
функцией разумеется то зависимая величина, то математическое 
выражение. 
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в связи с этим мы постоянно наблюдаем следующее. В одном слу¬ 
чае автор пишет: „пусть имеем некоторую функцию^ 11 , а в другом слу¬ 
чае— „пусть имеем некоторую функцию /(*)“. , і 

Это значит, что в центре внимания будет стоять в первом случае 
зависимая величина, а во втором случае — закон зависимости, выражен¬ 
ный в форме некоторого математического выражения. 

§ 53. Заключение. 

1. Переменной величиной называется всякир символ, который мо¬ 
жет принимать различные числовые значения. 

Постоянную величину условно можно рассматривать как такую 
переменную величину, которая может принимать только значения, рав¬ 
ные между собой. 

2. Величина ъѵ называется функцией величин х , г у называе¬ 

мых ее аргументами, или независимыми переменными, если всякий раз, 
как х, .у,..., г принимают какие-нибудь значения, ѵз принимает одно 
или несколько вполне определенных значений. 

Функция также называется величиной, зависимой от ее аргументов. 

Характеристикой функции называется символ совокупности тех 
действий, которые надо произвести над значениями аргументов, чтобы 
получить значения функции. 

По числу значений, которые может принимать функция, функции 
разделяются на однозначные и многозначные. 

По числу аргументов функции разделяются на функции одного и 
многих аргументов. 

3. Функцией называется не только всякая зависимая величина, но 
и всякое математическое выражение, содержащее переменное. 

Строго говоря, понятие функции есть сложное понятие, двумя 
сторонами которого являются понятие зависимой величины и понятие 
математического выражения. 

4. Ординату переменной точки на. кривой всегда можно рассматри¬ 
вать как функцию абсциссы. 



ГЛАВА 


СЕДЬМАЯ 


ФУНКЦИИ ОДНОГО ПЕРЕМЕННОГО. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ 

ФУНКЦИИ. 

Функции естественно распадаются на два обширных класса: на функ¬ 
ции одного переменного и на функции многих или нескольких перемен¬ 
ных. Так как теория функций одного переменного более проста, чем 
теория функций нескольких переменных, то анализ сначала изучает свой¬ 
ства функций одного переменного и только потом переходит к функциям 
многих переменных. 

В этой главе мы рассмотрим некоторые основные свойства функций 
одного переменного. 

§ 54. Область существования функции. 

Пусть у — некоторая функция х : 

У=/(хІ 

Сказать, что у — функция х ,— значит утверждать, что всякий раз, 
как х принимает некоторое значение, у принимает одно или несколько 
значений. 

Естественно возникает вопрос о тех значениях, которые может при¬ 
нимать аргумент х. Легко видеть, что здесь возможны различные случаи. 
Действительно, рассмотрим, например, такую функцию: 

У= 1 +х-. 


В этом случае аргументу х мы можем дать любое значение. Но пусть 

У=Ѵ Х — 1 + /2 —х. 

Так как мы исключаем из нашего рассмотрения мнимые числа, то мы 
не можем давать х таких значений, при которых подкоренные количе¬ 
ства отрицательны. Чтобы они были положительны, в нашем* случае х 
может принимать только значения, большие 1 и меньшие 2, т. е. зна¬ 
чения, промежуточные между 1 и 2. Следовательно, в данном случае 
аргумент функции не может принимать всех возможных значений. 

Совокупность всех тех значений, которые может принимать ар¬ 
гумент функции, называется областью существования функции. Го¬ 
ворят, что функция определена для всех значений, принадлежащих 
к области ее существования, и не определена для значений, лежа¬ 
щих вне области ее существования. 

Но даже и в том случае, когда аргумент функции может принимать 
всякое значение, мы все-таки на основании каких-либо соображений мо¬ 
жем ограничиться рассмотрением только некоторых значений аргумента. 
Так, например, если 


у = х\ 
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то х может принимать всевозможные значения, но мы можем, например, 
пожелать изучить изменение у в зависимости от изменения х только в 
том случае, когда х отрицательно. 

Совокупность всех тех значений, которые по условию вопроса 
может принимать аргумент функции, называется областью измене¬ 
ния аргумента. 

Если аргумент х может принимать все значения, промежуточные между 
а и Ь, т. е. такие значения, что 

то говорят, что областью изменения служит интервал (а, Ь ). (Читается 
так: интервал от а до Ь). 

Если х может принимать всякое действительное значение, то говорят, 
что х изменяется в интервале (—оо,-]-оо), т. е. в интервале от минус 
до плюс бесконечности. В связи с # понятием области изменения аргумента 
стоит понятие об ограниченных и неограниченных величинах. 


§ 55. Ограниченные и неограниченные величины. 

Переменная величина называется ограниченной, если она может 
принимать только значения, равные или меньшие некоторой одной 
и той же постоянной величины и равные или ббльшие некоторой 
другой постоянной величины. 

Следовательно, сказать, что х — ограниченная величина, — это значит 
утверждать, что можно найти два таких числа т и М , что при всех 
значениях, возможных для дг, имеют место неравенства: 

т х М 


т : 


\М. 


Черт. 43. Отметив иа оси точки с абсциссами т и М 

(черт. 43), мы видим, что ограниченная величина 
может принимать только значения, изображающиеся точками, лежащими 
на некотором конечном интервале. Это не значит, что х может прини¬ 
мать каждое из значений этого интервала, но он не может принимать 
значений, лежащих вне этого интервала. 

Величиной, ограниченной сверху или справа, называется вся¬ 
кая величина, все значения которой равны или меньше некоторой 
постоянной величины. 

Величина называется ограниченной снизу или слева, если она 
может принимать только значения, равные или бблыпие некото¬ 
рой постоянной величины. 

Следовательно, если х — величина, ограниченная сверху, то должно 
существовать такое число К , что при всех значениях, возможных ддя х, 
всегда 

лг^АГ. 


Эти значения изобразятся точками, лежащими влево от точки К , при¬ 
чем, смотря по обстоятельствам, лежать относительно нее они могут как 
угодно далеко или как угодно близко, но только слева, а не справа. 

Если же есть такое число что при всех значениях, возможных 
для х, всегда 
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то х ограничен снизу; его значения изображаются точками, которые ле- 
ікат правее от точки $ 9 

Ясно, что всякая ограниченная величина есть величина, ограниченная 
и сверху, и снизу. 

Пусть, например, 

у =*л; 2 . 

Мы можем, давая х достаточно большие значения, получить для у как 
угодно большие значения. Поэтому у — величина, не ограниченная сверху. 
Но так как в то же время 

то у — величина, ограниченная снизу. 

Таккак -І^ЗІОЛГ^-И, 

какое бы ни было лг, следовательно синус — ограниченная величина. 
Также и косинус — ограниченная величина. Но легко видеть, что тангенс 
есть величина, не ограниченная ни снизу, ни сверху. 

§ 56. Геометрическое изображение функции одного переменного. 

Мы видели, какую пользу может принести геометрическое изображе¬ 
ние чисел точками на прямой. Так, например, соотношение между чис¬ 
лами, выраженное сложными системами неравенств, часто изображается 
очень простыми геометрическими образами. 

Возникает вопрос: нельзя ли и всякую функцию изобразить неко¬ 
торым геометрическим образом? 

Пусть 

У=/(х) ( 1 ) 

—данная однозначная или многозначная функция, определенная в интер¬ 
вале (і а , Ь ). 

•Сущность понятия функции заключается в том, что каждому значе¬ 
нию одного переменного соответствует одно или несколько значений дру¬ 
гого переменного. 

Поэтому, если мы хотим геометрически представить функцию (1), 
то мы должны найти средство, которое давало бы возможность наглядно, 
в геометрических образах, представлять соответствие между значе¬ 
ниями двух переменных хи у. Это средство нам дает аналитическая 
геометрия. 

Возьмем прямоугольную декартову систему координат, и пусть, если 
х — а, то Ь — одно из значений для у . 

Построим точку М с координатами а и Ь. Эта точка, которую назо¬ 
вем точкой, соответствующей значению а аргумента х , может служить 
наглядным изображением и значения аргумента, и соответствующего зна¬ 
чения функции. Ее абсцисса изображает значение аргумента, а ее орди¬ 
ната изображает значение функции. Мы видим: 

Всякая пара чисел, состоящая из значений аргумента и соот¬ 
ветствующего ему значения функции, геометрически может быть 
представлена точкой, координатами которой служат эти числа. 

Если у при х = а может принимать несколько значений Ь Л9 Ь 2 , 
то мы построим несколько точек М ѵ М 2 , Ж 3 ,... с одной и той же 
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* „ соответственно равными о л% 

абсциссой а и °РД«^Ггёометрически изображать и зш 
ждая нз этих точек бУ А г г 

та, и значение функиии. 

Заметив это, дадим х ряд значений: 


Ь л% Ь 2і • Ка ’ 

значение аргумен- 


а 2> Д 3» • • • 1 а п-Л' а п г 

Отметим на оси X (черт. 44) точки с этими абсциссами и в ка¬ 
ждой из них восставим перпендикуляр к оси л:-ов. На перпендикуляре 

в точке а г отметим точки ЛТ 1Э Л4 2 ,..., 

. • ординаты которых равны различным зна¬ 

чениям у при * = <*,. На перпендикуляре 
— оа а э а л * 1 1 %_,а п % в точке а 2 отметим точки с ординатами, 

равными тем значениям, которые у может 
Черт. 44. принимать, когда х = а 2 . И так далее. 

Вообще на каждом перпендикуляре, пе¬ 
ресекающем ось *-ов в какой-нибудь точке а А , отмечаем точки, орди¬ 
наты которых равны различным значениям, которые может иметь у , 
когда х = а к . 

В результате таких построений мы получим некоторую систему точек. 
Если их будет построено достаточно много, то они образуют в своей сово¬ 
купности своего рода некоторую тучу, некоторое облако точек (черт. 45). 
Каждая точка нз этого облака будет геометрически одновременно изо¬ 
бражать и значение аргумента, и соответствующее 
ему значение функции, а именно: абсцисса точки . 

изобразит значение аргумента, а ее ордината— Лѵ • 

значение функции. Но, конечно, чтобы такое об- - «у у 

лако точек вполне изображало нашу функцию, 

надо чтобы какое бы мы ни взяли значение с для - 

аргумента, в этом облаке были точки с абсцис- Черт. 45. 

сами, равными этому значению с аргумента, и с 
ординатами, равными всем тем значениям, которые может принимать 
у при х = с. Поэтому, если аргумент может принимать бесчисленное 
множество значений, то и облако должно состоять из бесчисленного 
множества точек. Но построить систему из бесконечного множества 
точек фактически мы не можем. Такую систему мы можем только мыслить. 
Как бы то ни было, мы видим: 

Всякая функция одного переменного геометрически может быть 
представлена некоторой системой бесконечного множества точек, 
абсциссы которых изображают значения аргумента функции, а их 
ординаты — соответствующие им значения функции. 

На практике, не будучи в состоянии построить все бесчисленное 
множество точек, необходимых для полного геометрического изображения 
функции, мы можем построить более или менее значительное число их 
и таким образом можем получить более или менее полное изображение 
функции системой точек. 

В зависимости от свойств функции изображающая ее система точек 
будет иметь более или менее сложную структуру. В общем случае по¬ 
лезно представлять себе эту систему как систему точек, разбросанных 
без всякого порядка, как угодно, на плоскости. Но в частных случаях, 
с которыми нам главным образом приходится встречаться в приложениях 
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анализа, системы точек, изображающих функции, располагаются по 
очень простым законам. К рассмотрению этих случаев мы и пе¬ 
рейдем. 

§ 57. Непрерывная функция. 

Функция одного переменного может быть однозначной или много¬ 
значной. Анализ главным образом изучает однозначные функции. Что 
касается многозначных функций, то изучение их анализ стремится свести 
к изучению однозначных. 

Пусть /( х) — некоторая функция, например, 

у — х э . 

Если х изменяется, то изменяется и у. Мы назвали непрерывным из¬ 
менением переменной величины такое изменение, которое может быть 
изображено изменением абсциссы движущейся точки. При этом измене¬ 
нии величина, переходя от одного своего значения к другому любому 
своему значению, принимает все значения, промежуточные между ними. 

Определение . Функция /(х ) называется непрерывной в интер¬ 
вале (а, 6), если при непрерывном изменении ее аргумента в этом 
интервале сама функция тоже изменяется непрерывно. 

Это определение предварительное. В свое 
время мы заменим его другим. Пока же обратим 
внимание на одни недостаток его: оно опирается 
на наглядное представление непрерывного дви¬ 
жения. Таким образом, общее понятие непре¬ 
рывного изменения предполагает частный слу¬ 
чай его. 

Пусть у=Дх) — непрерывная функция в интервале (а, Ь). На гори¬ 
зонтальной оси абсцисс (черт. 46) возьмем точку Р, абсцисса которой 
равна х, и восставим к ней перпендикуляр, на котором отложим отре¬ 
зок РМ , по длине равный у , где 

у=/(*)■ 

Получим некоторую точку М с абсциссой х и ординатой у. Во¬ 
образим, что х непрерывно изменяется от а до Ь. В таком случае точка 
Р будет двигаться от а к Ь. Предположим, что при своем движении 
точка увлекает перпендикуляр Р/И, и вообразим, что точка М движется 
по этому перпендикуляру так, что ее ордината всегда равняется тому 
значению величины у , которое эта величина имеет как функция х. 

Получается такое положение вещей: с одной стороны, точка М дви¬ 
жется по перпендикуляру Р/И; с другой — этот перпендикуляр в то # же 
время перемещается слева направо. В результате точка М будет совер¬ 
шать некоторое движение на плоскости. След ее от этого движения даст 
некоторую кривую АВ . Эту кривую мы будем называть геометриче¬ 
ским образом данной функции, потому что эта кривая дает 
нам ясную картину, как изменяются значения функции с изменением зна¬ 
чения аргумента х. 

Действительно, пусть х имеет какое-нибудь значение, которое изо¬ 
бражается точкой Р. Восставим в этой точке перпендикуляр, и пусть 
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а Р Ь 

Черт. 46. 




м — точка его пересечении с кривой. Тогда ордината РМ геометриче¬ 
ски изобразит величину функции {(х). Следовательно: 

Всякая непрзР ЫІіная ФУ НК| * ИЯ может быть геометрически изо¬ 
бражена кривой» ординаты которой изображают значения функции. 

К подобному же заключению мы можем притти и следующим обра¬ 
зом: пусть у=Л х )— данная функция. Дадим х какое-нибудь значение, 
равное а. Пусть у при этом принимает значение, равное Ь. Построим 
точку <3(а, Ь ). Вообразим, что таким же образом мы поступили со вся¬ 
ким значением, которое можно дать х. В результате получим на плоско¬ 
сти некоторое геометрическое место точек, которое и будет изображать 
данную функцию. 

Рассмотрим несколько примеров. Пусть 


у — кх. 


( 1 ) 


Черт. 47. 


Ясно, что у — однозначная функция. Проведем (черт. 47) 
через начало координат прямую Оф, наклоненную к оси 
х-ов иод углом а, тангенс которого равен к: 

і%а = к. 


Из аналитической геометрии мы знаем, что все точки, координаты 
которых удовлетворяют уравнению (1), лежат на этой прямой, которая, 
следовательно, геометрически изображает функцию (1). 

Возьмем функцию 

У = а-{- У а 2 — х 2 , (2) 


где, согласно условию (стр. 23), корень — арифметический. Имеем 

(у — а) 2 = а 2 — х 2 , 

или (3) 

х*+ (у — а) 2 = а 2 . 


Построим точку С на оси у -ов с ординатой а и вокруг нее опишем 
окружность радиуса а (черт. 48). Все точки, координаты которых удо¬ 
влетворяют уравнению (3), лежат на этой окружности. 

Дадим х какое-нибудь значение, которое пусть изо¬ 
бражается точкой /?, и восстановим в ней к оси х-ов 
перпендикуляр, который пересечет окружность в не¬ 
которых двух точках М 3 и М ѵ Чтобы найти их орди¬ 
наты, решаем уравнение (3) относительно у. Получим 

у — а ~ а 2 — х 2 . _ 

• ~ О Я. 

Для у имеем два значения. Очевидно, что, взяв Черт. 48. 

знак плюс, получим ординату верхней точки М г 
Знак минус даст ординату точки ЛІ 2 . Заключаем, что функция (2) 

у = а+ у г а 2 — х 2 

изображается не всей окружностью, а только одной ее верхней полови¬ 
ной РИС Нижняя же часть РОС 2 будет уже изображать другую функцию, 
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а именно функцию 


у = а — У а 2 — х 2 . 


Рассмотрим, какой кривой изображается функция 

у — х 3 . 


( 4 ) 


Чтобы составить себе хотя бы приблизительное 
этой кривой, построим несколько точек, лежащих 
ния, равные О, 1, 1 1 / 2 , 2, найдем для .у со¬ 
ответствующие значения. Получим следующую 
таблицу: 


если х — 

о 1 

1 

т 

1 


2, 

то у — 

0 

1 

т 

1 


8. 


Построим точки с этими координатами. Пусть 
это будут точки О, А , В , С. Соединив их плав¬ 
ной кривой, получим одну ветвь нашей куби¬ 
ческой параболы. Мы видим, что она очень 
быстро подымается вверх. 

Если в уравнении (1) заменить х через — х , 
то у только изменит знак; отсюда заключаем, что 
слева от оси у-ов кривая имеет ветвь, симметрич¬ 
ную правой ветви относительно точки О, а потому 
быстро падающую вниз. Эта кривая, которой нам 
часто придется пользоваться в дальнейшем, на¬ 
зывается кубической параболой (черт. 49). 


представление о форме 
на ней. Давая х значе- 



§ 58. Монотонные и колеблющиеся функции. 

Пусть у=Дх) — однозначная функция, непрерывная в интервале 
(а, Ь ), где а<^Ь. 

Вообразим, что х изменяется непрерывно, возрастая от а до Ь. В 
таком случае относительно у возможны только три предположения: или, 
когда х возрастает, у тоже все время возрастает, или, напротив, у все 
время убывает, или, наконец, у то возрастает, то убывает. В первом 
случае функция называется возрастающей функцией в интервале 
(а, Ь)\ во втором случае она называется убывающей, наконец в по¬ 
следнем случае — колеблющейся. 

Очевидно, что возрастающая функция изо¬ 
бразится кривой, подымающейся снизу вверх, 
если итти по кривой слева направо (черт. 50). 
Напротив, убывающая функция изобразится 
падающей кривой (черт. 51). Что касается 
колеблющейся функции, то геометрическим 
образом ее будет служить волнообразная кри¬ 
вая (черт. 52). 

Как возрастающие, так и убывающие 
функции называются монотонными функ¬ 
циями. Поэтому кривые, изображающие их, 
назовем монотонными. 
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Обратим внимание на колеблющуюся функцию (черт. 52). Пусть 
Р % (?, /?, 5 —те точки кривой, и которых кривая переходит или из 
подымающейся в падающую, как, например, в точке А или из падающей 
в подымающуюся, как, например, в точке ф. Абсциссами их основной 
интервал ( а , Ь) разбивается на интервалы (а, р), (р, д), (д } г), (г, 5), ($, Ь) % 
в каждом из которых кривая или только подымается, или только падает. 
Следовательно, интервал всякой колеблющейся функции может быть 
разделен наподъинтервалы, в каждом из которых функция уже 
изменяется монотонно, т. е. или только возрастает, или только 
убывает. 

Поэтому эги подъинтервалы назовем интервалами монотонности. 


§ 59. Элементарные функции. 

Среди бесчисленного множества функций выделяется класс так на¬ 
зываемых элементарных функций. 

Будем через х обозначать переменную величину, через а, т — по¬ 
стоянные. 

Элементарными функциями называются следующие функции: 

1) степенные функции вида 


т. е. функции, представляющиеся через степень, основание кото¬ 
рой — переменная величина, а показатель — постоянная; 

2) показательные функции вида а х 9 представляющиеся в форме 
степени, основание которой — постоянная величина, показатель 
же — переменная; 

3) логарифмические функции вида Іо% а х 9 представляющиеся в 
форме логарифма от переменного при некотором постоянном 
основании; 

4) тригонометрические функции зіпх, со$х, і%х у сі%х, аргу¬ 
ментами которых служат переменные величины; 

5) круговые функции агсэіпх, агссоэх, агс^лг, агссі^х. 

Эти функции называются элементарными, с одной стороны, потому, 
что каждая из них представляется через элементарное выражение, т. е. 
через такое выражение, для получения значения которого надо над зна¬ 
чением его аргумента произвести только одно действие, с другой — они 
называются элементарными потому, что в практических приложениях 
анализ главным образом имеет дело с функциями, составленными из 
различных комбинаций этих элементарных функций. 

Рассмотрим основные свойства каждой из них. 


§ 60. Степенные функции. 

Мы видели, что степень а т возможна при всяком действительном 
показателе, но что касается основания, то оно в случае несоизмеримого 
показателя необходимо должно быть положительным. Заметив это, по¬ 
ложим, что мы имеем степенную функцию 

У = х т * 
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где показатель т — некоторое постоянное число, а основание к — пе¬ 
ременное. 

Переменное основание степенной функции называется его аргу¬ 
ментом. 

Возможно несколько случаев. Если т — целое число, то х может 
принимать любые значения. 

Если т — дробное число: т = — , то под степенной функцией 

Я 

Р 7 — 

х мы будем всегда равуметь выражение хр . Следовательно, 

Л ѵ / — 

х я = у хр , 

причем корень должен быть арифметический. При этом, если 9 нечет¬ 
ное, а р четное число, то х может принимать как положительные, так 
и отрицательные значения. Но если ц четное, а р нечетное, то х мо¬ 
жет принимать только положительные значения, потому что при отри¬ 
цательных значениях вводятся мнимые числа. Наконец, при несоизмери¬ 
мом показателе основание необходимо должно быть положительным. 
Итак, 

аргумент степенной функции х т может принимать как поло¬ 
жительные значения, так и отрицательные только при целых 
показателях и при дробных, если знаменатель показателя — 
нечетное число; если же знаменатель показателя — четное число, 
а также, если сам показатель — несоизмеримое число, то аргу¬ 
мент степенной функции может принимать только положитель¬ 
ные значения. 

3 

Следовательно, например, в выражении х - аргументу х нельзя давать 
отрицательных значений. 


§ 61. Показательные и логарифмические функции. 

Показательной функцией называется всякая степень с постоянным 
основанием и переменным показателем. Следовательно, каждое из выра¬ 
жений 

2 ', 3 *, (/2) х , п* 

есть показательная функция. Общий же тип показательной функции та¬ 
кой: 

а х . 

Чтобы показатель мог принимать любые значения, в том числе 
и несоизмеримые, основание должно быть необходимо положитель¬ 
ным, при этом сама степень имеет положительное значение. Следо¬ 
вательно, 

основание показательной функции всегда должно быть поло¬ 
жительным; значение показательной функции тоже всегда положи¬ 
тельно. 

Показатель показательной функции называется аргументом 
функции. 
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Можно различать три типа показательной функции & х в зависимости 
от того, что ее основание о, больше, равно или меньше единицы. 

Если а = 1, то имеем 

• \ х =\ при всяком х. Ц 

Ясно, что показательная функция с основанием, равным едЛшцё, не 
требует никакого изучения. 

Если а < 1, то полагаем 

, 1 I 

Ь — — , откуда а = — , 
а о 

а потому х _ 

а ~ Ь х 

Так как 1, а потому мы видим, что показательная функция с осно¬ 
ванием, меньшим единицы, очень просто может быть выражена тоже че¬ 
рез показательную функцию, но с основанием, большим единицы. По¬ 
этому нам достаточно изучить свойства только показательных функций 
с основанием, большим единицы. Эти свойства просты. 

Пусть 

у = ах. 

Если а>1, то чем больше значение показателя, тем больше значе¬ 
ние степени. Отсюда заключаем, что если х увеличивается, то и у уве¬ 
личивается, а потому у есть монотонно возрастающая функция. 

Логарифмической элементарной функцией называется всякая функция, 
представляющая логарифм независимого переменного по какому-нибудь 
основанию, т. е. всякая функция вида 

1 О&Х, ( 1 ) 

где х — независимое переменное, а — постоянное. 

Но, как известно из элементарной алгебры, только положительные 
числа имеют логарифмы, отрицательные же их не имеют. Поэтому ко¬ 
гда мы рассматриваем функцию (1), то х можно давать только поло¬ 
жительные значения. 

Относительно основания а заметим следующее. По определению, если 

а х = УѴ, 

то х называется логарифмом числа N по основанию а и обозначается 
так: 1о^ а М Но чтобы показатель х мог принимать любое значение, осно¬ 
вание а должно быть необходимо положительным. Однако, легко видеть, 
что за основание логарифмов нельзя брать любое положительное число, 
а именно: за него нельзя брать единицу. Действительно, при всяком х 

і г =і, 

а потому, если но нель я найти такое число х , чтобы удовле¬ 

творялось равенство 

1* = Л/. 

Отсюда заключаем, что 

основанием логарифмической функции может быть всякое по¬ 
ложительное число, кроме единицы. 
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§ 62. Тригонометрические функции. 

Тригонометрическими функциями называются функции 
5Іп*, созлг, і§х, сіе*. 

В высшей математике тригонометрические функции рассматри¬ 
ваются не как функции угла, а как функции числа (стр. 34). 

То число, от которого берется тригонометрическая функция, 
называется ее аргументом. 

Предполагая основные свойства тригонометрических функций изве¬ 
стными из тригонометрии, мы не будем на них останавливаться. Заметим, 
только, что 

при увеличении или уменьшении аргумента на 2п значение 
тригонометрической функции не меняется. Поэтому 

8іп (* Чі 2тт) = зіп х 9 ід С*±2тт) = ід*, 

СО5 (* 4т 2тт) = С05 Ху сіе (*іЬ2тг)=СІ{г*. 

Чтобы следить, как при изменении аргумента меняется какая-нибудь 
тригонометрическая функция, лучше всего мысленно представить тот 
вектор, которым изображается эта функция. Так, на¬ 
пример, пусть у = зіп *. 

Воображаем окружность радиуса единица (черт. 53) 
и на ней дугу *, из конца которой опускаем перпенди¬ 
куляр на радиус ОА. Числовое выражение вектора < 
даст нам числовое значение зіпл:, а потому ясно, что 
если * будет монотонно и бесконечно возрастать, то 
зіп лг будет сначала возрастать до —1, пока х не станет 

равным ; затем * будет убывать до —1, потом снова возрастать, т. е. 

будет колебаться от —1 до -\-1. 

С тригонометрическими функциями тесно связаны круговые. Но о 
круговых функциях мы будем говорить подробно в дальнейшем. 

§ 63. Заключение. 

1. Функция одного переменного в общем случае геометрически мо¬ 
жет быть представлена системой бесконечного множества точек. 

2. Однозначная непрерывная функция изображается непрерывной кри¬ 
вой. 

3. Элементарными функциями называются функции степенные, пока¬ 
зательные, логарифмические, тригонометрические и круговые. 



Черт. 53. 



ГЛАВА 


ВОСЬМАЯ 


БЕСКОНЕЧНО ВОЗРАСТАЮЩИЕ И БЕСКОНЕЧНО 
УБЫВАЮЩИЕ ВЕЛИЧИНЫ. 

Из тех понятий, которые мы назвали основными, мы рассмотрели 
понятия числа, величины и функции. Остается еще рассмотреть понятие 
предела. Но оно тесно связано с понятиями некоторых процессов изме¬ 
нения переменной величины. Поэтому прежде чем перейти к установле¬ 
нию понятия предела, мы предварительно и рассмотрели эти процессы. 
Из них особого внимания заслуживают два процесса: процесс бесконеч¬ 
ного возрастания и процесс бесконечного умаления. В этой главе мы 
рассмотрим первый из них. 

§ 64. Бесконечно возрастающие величины. 

На горизонтальной прямой, которую примем за ось X и напра¬ 
вление которой будем считать слева направо, вообразим подвижную то¬ 
чку М. Пусть х — ее 
абсцисса. 

Предположим, что 
точка М равномерно 
движется слева на¬ 
право, пробегая каж¬ 
дую минуту одно и то 
Черт. 54. же расстояние, напри¬ 

мер сантиметр. Мы во¬ 
образим, что эта точка принуждена, так сказать, двигаться вечно, упорно 
продвигаясь каждую минуту на один сантиметр вправо и уходя таким 
образом все далее и далее в бесконечность. 

Ясно, что при таком движении точки М ее абсцисса х все время 
монотонно возрастает. 

Проведем теперь прямую, параллельную оси X , и на ней отметим 
точку 5, в которой эта прямая пересекается с перпендикуляром к оси 
X в точке О, принятой за начало координат (черт. 54). 

Проведем также другой перпендикуляр АВ к оси X и соединим 
точку 5 с точкой М прямой 5М 9 которая с перпендикуляром АВ пусть 
пересекается в точке Р. Обозначим через а длину этого перпендикуляра, 
через .у—длину отрезка АР. 

Мы воображаем, что одновременно при движении точки М вправо 
прямая 8М вращается вокруг точки 5, благодаря чему, чем дальше уйдет 
вправо точка М, тем выше подымется точка Р. Так, например, когда 
точка М перейдет в положение М\ точка Р займет положение Р 1 . 

Мы имеем две величины: л: и у. При движении точки М вправо обе 
эти величины монотонно возрастают. Но несмотря на такое общее 
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им свойство, нетрудно усмотреть, что процессы их изменения в некото¬ 
ром отношении глубоко различны. 

Чем дальше уйдет точка М, тем выше подымется точка Я, но, как 
бы далеко нн ушла точка М, точка Р всегда будет ниже точки В> а 
потому в течение всего процесса изменения у<Са. Следовательно, 
хотя у в течение всего процесса монотонно возрастает , но, монотонно 
возрастая , эта величина все время остается меньше некоторой по¬ 
стоянной величины . 

Можно ли теперь указать такую постоянную величину, меньше ко¬ 
торой остается х в течение всего процесса изменения? Легко видеть, 
что нет. Действительно, пусть N —-произвольно взятое, как угодно боль¬ 
шое положительное число. Построим точку С} с абсциссой, равной №*). 

Как бы далеко вправо ни оказалась точка ф, очевидно, что насту¬ 
пит момент, когда при своем движении точка М, дойдя до точки ф, 
перейдет через нее. Начиная с этого момента, постоянно x^>N. 

Мы видим, что х становится и остается, начиная с некоторого мо¬ 
мента, больше всякой произвольно взятой положительной величины N. 
Конечно, такой момент наступит тем позднее, чем больше УѴ, но он 
рано или поздно наступит, как бы ни было велико N. 

Мы теперь ясно видим, в чем различие в законах изменения х и у. 

Для у можно указать такую величину, например а, меньше которой 
у остается в течение всего процесса изменения; для х такой величины 
указать нельзя. Напротив, х становится и остается, начиная с некото¬ 
рого момента, больше всякой наперед заданной величины. 

Говорят, что у есть монотонно возрастающая, ограниченная вели¬ 
чина; величину же л: называют бесконечно возрастающей величиной. 

Определение. Бесконечно возрастающей величиной называется 
всякая переменная величина, которая в процессе своего измене¬ 
ния становится и остается, начиная с некоторого момента, больше 
всякой наперед заданной, как угодно большой величины. 

Наиболее простым примером бесконечно возрастающей величины 
является абсцисса точки, уходящей в бесконечность вправо, причем в 
этом случае величина, бесконечно возрастая, изменяется непрерывно. Но 
нетрудно указать пример бесконечно возрастающей величины, изменяю¬ 
щейся прерывно. Пусть г последовательно принимает, одно за другим, 
целые положительные значения 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,... 

и пусть N —произвольно взятая, как угодно большая положительная 
величина. Как бы N ни оказалось велико, всегда можно найти целое 
число п, которое больше N. Но, если УѴ, то с момента, когда г 
примет значение, равное я, всегда 

2>ДГ. 

Следовательно, г становится и остается, начиная с некоторого мо¬ 
мента, больше всякой наперед заданной величины, а потому г } изменяясь 
прерывно, бесконечно возрастает. 


*) На чертеже се нет. Чем дальше вправо будет мыслить ее читатель, тем 
лучше. 
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Практически бесконечно возрастающую величину можно предста¬ 
влять себе как такую, размеры которой в процессе ее изменения пре¬ 
взойдут рано или поздно все то, что мы в силах себе вообразить. 

Замечание. Не надо думать, что бесконечно возрастающая величина дол¬ 
жна возрастать необходимо монотонно. Величина может бесконечно возрастать, 
колеблясь. 

Вообразим, что точка М движется следующим образом. Выходя из точки О, 
начала координат, она сначала движется вправо на 2 м, потом назад влево, но 
только на 1 м у затем снова вперед на 2 м, н назад на 1м и т,д. Следовательно, 
всегда 2 м вперед и 1м назад. Очевидно, что рано или поздно точка М 
уйдет и будет оставаться как угодно далеко вправо, а потому ее абсцисса есть 
бесконечно возрастающая величина, но, будучи бесконечно возрастающей, она 
в то же время не есть монотонно возрастающая, а колеблющаяся величина. 
Следовательно, возможны величины, которые бесконечно возрастают, колеблясь. 

Не мешает также обратить внимание и на то, что бесконечно возра¬ 
стающей величиной называется только такая величина, которая, начиная 
с некоторого момента, не только становится , но и остается больше 
всякой наперед заданной величины. 

Если же переменная величина изменяется так, что хот она и мо¬ 
жет принимать значения больше всякой наперед заданной величины, но 
не может сохранять их, то ее мы не имеем права называть бесконечно 
возрастающей. 

Так, например, предположим, что точка движется по такому закону: выходя 
из точки О . начала координат, она движется вправо на \м и затем, возвратив¬ 
шись в точку О, снова движется вправо уже на 2 м и снова возвращается в О, 
чтобы потом опять двигаться вправо, но уже на Зх и снова вернуться в О и 
т. л., и т. д... Следовательно, закон движения состоит в том, что точка периоди¬ 
чески движется вправо на некоторое расстояние от О и снова возвращается 
в О, но при этом каждый размах ее вправо на 1 м больше предыдущего размаха. 

Пусть /V — произвольно взятая, как угодно большая, положительная величина. 
Как бы велико N нн было, можно найти такое целое число я, которое б льше УѴ. 

Когда точка будет совершать л-й размах, она удалится от О на расстояние 
п метров. Ее абсцисса х примет в некоторый момент значение, равное л. Следова¬ 
тельно, наступит момент, начиная с которого х будет принимать такие значения, 
что 

х>Ы, 

но х не будет все время сохранять таких значений, потому что точка М перио¬ 
дически должна возвращаться в О. Поэтому х не будет бесконечно возрастаю¬ 
щей величиной, так как, хотя она может становиться, но она не остается 
более всякой наперед заданной величины. 


§ 65. Теоремы о бесконечно возрастающих величинах. 

Почти очевидны нижеследующие теоремы. 

Теорема I, Всякая бесконечно возрастающая величина становится 
и остается, начиная с некоторого момента, положительной, потому 
что по определению она, начиная с некоторого момента, становится 
и остается более всякой наперед заданной положительной величины. 

Теорема II* Если в течение всего процесса изменения у>х и 
если х бесконечно возрастает, то у тоже бесконечно возрастает, 
потому что с момента, когда х становится и остается больше произвольно 
заданной величины, у тоже становится и остается больше той же самой 
величины. 
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Теорема III . Сумма постоянной величины и бесконечно возра¬ 
стающей величины есть бесконечно возрастающая величина. 

Требуется доказать, что если х бесконечно возрастает и если 

у = а + х, 


где а — постоянная величина, то у тоже бесконечно возрастает. Чтобы 
это доказать, мы должны доказать, что каково бы ни было /V, непременно, 
начиная с некоторого момента, 

х “Ь а N. (1) 

Но это неравенство имеет место только тогда, когда 

х>Ы~а. (2) 


Заметив это, рассуждаем так: берем произвольно число N. Выбрав его, 
рассматриваем N—а как наперед заданную величину. Так как х бес¬ 
конечно возрастает, то должен наступить момент, начиная с которого, 
имеем соотношение (2). С этого момента будем иметь и соотношение (1). 
Следовательно, начиная с некоторого 

момента ,х становится и остается больше м 

всякой наперед заданной величины N. ^ - 

а потому х бесконечно возрастает. 

Эту теорему можно просто иллю- Черт. 55. 

стрировать геометрически. Пусть точка 

А лежит справа от точки В на расстоянии а (черт. 55) и п>сть М — 
подвижная точка. Расстояние ее от точки В обозначим через у, а от 
точки А — через лг. Ясно, что у = а 4- лг. 

Пусть х бесконечно возрастает. Точка М уходит в бесконечность 
вправо, а потому и у бесконечно возрастает. 

Теорема IV. Произведение постоянной положительной величины 
на бесконечно возрастающую величину есть бесконечно возрастаю¬ 
щая величина. 

Требуется доказать, чго если а положительно и если у = ах, где х 
бесконечно возрастает, то у тоже бесконечно возрастает. 

Пусть N —произвольно взятая, как угодно большая, положительная 


величина. Принимая — за наперед заданную положительную величину, 

заключаем: так как х бесконечно возрастает, поэтому, начиная с неко¬ 
торого момента, 



тогда с этого же момента 

У>М 


Так как N —произвольно взятая величина, поэтому у бесконечно воз¬ 
растает. Теорема доказана. 

Ее можно иллюстрировать следующим геометрическим образом. Пусть 
у — площадь прямоугольника, высота которого есть х> а основание а. 
Следовательно, у=ах. Ясно, что если высота х бесконечно возрастает, 
то и площадь прямоугольника также бесконечно возрастает. 

Теорема V. Сумма двух бесконечно возрастающих величин есть 
бесконечно возрастающая величина. 
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Пусть 


г = х-\-у. 

Требуется доказать, чго если хну бесконечно возрастают, то г тоже 
бесконечно возрастает. Но это почти очевидіо. С того момента, как 
у становится положительным, имеем: 

Но х бесконечно возрастает, следовательно, и г тоже бесконечнс 
возрастает. 

Теорема VI. Произведение г = ху двух бесконечно возрастаю 
щих величин хну есть бесконечно возрастающая величина. 

Так как бесконечно возрастающая величина становится и остается, 
начиная с некоторого момента, больше всякой наперед заданной величины, 
поэтому, принимая единицу за наперед заданную величину, заключаем, что 
хну, бесконечно возрастая, становятся и остаются, начиная с некото¬ 
рого момента, больше единицы. С этого момента 

а потому г бесконечно возрастает, и теорема доказана. 

Геометрически она очевидна. Вообразим себе прямоугольник, стороны 
которого —х и у. В таком случае площадь его равна г. Ясно, что если 
стороны прямоугольника бесконечно возрастают, то и площадь его тоже 
бесконечно возрастает. 

Теорема VII. Если показатель степени, основание которой больше 
единицы, бесконечно возрастает, то сама степень тоже бесконечно 
возрастает. 

Пусть с > 1 и пусть 

у = с х . 

Если основание больше единицы, то чем больше показатель, тем 
больше сама степень. Поэтому ясно, что если х возрастает, то и у тоже 
возрастает. Но, возрастая, величина может оставаться все время меньше 
некоторой величины. Поэтому, чтобы доказать, что у бесконечно возра¬ 
стает, мы должны доказать, что, какое бы положительное число N мы 
ни взяли, необходимо, чтобы, начиная с некоторого момента, 0 х было 
больше N 1 

с*>Ы. (3) 


Пусть р — логарифм числа N при основании с, 
число, что 


сР = N. 


т, 


с. пусть р — такое 


Если имеет место неравенство (3), то необходимо 

х>р. (4) 

Обрзтно, из неравенства (4) следует (3), потому что если основание 
больше еіиницы, то чем больше показатель, тем больше и степень. 

Таким образом, неравенства (3) и (4) существуют одновременно. 
Заметив это, рассуждаем так: если х бесконечно возрастает, то, начиная 
с некоторого момента, имеет место неравенство (2). С этого момента 
имеет место и неравенство (3), а потому 0 х бесконечно возрастает. 
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§ 66. Бесконечно убывающие величины. 

Понятие об этих величинах стоит в естественной связи с понятием 
бесконечно возрастающей величины. 

Определение . Бесконечно убывающей величиной называется 
всякая переменная величина, которая в процессе изменения стано¬ 
вится и остается, начиная с некоторого момента, менее всякой 
наперед заданной отрицательной величины. 

Будем ниже под N разуметь произвольно взятое, как угодно боль¬ 
шое, положительное число. Тогда — N будет произвольно взятое отрица¬ 
тельное число. Пусть х бесконечно убывает. Тогда, начиная с некоторого 
момента, 

( 1 ) 

а потому — х > N. (2) 

Таким образом, — х, начиная с некоторого момента, становится 
больше всякой наперед заданной положительной величины. Это значит, 
что — х бесконечно растет, если х бесконечно убывает, и обратно — 
если х бесконечно возрастает, то, начиная с некоторого момента, 

*>ЛГ; 

с этого момента 

— *<—Л/, 

а потому— х бесконечно убывает. 

Теорема VIII. Величина, прямо противоположная бесконечно воз¬ 
растающей величине, есть величина, бесконечно убывающая. 

Величина, прямо противоположная бесконечно убывающей вели¬ 
чине, есть величина бесконечно возрастающая. 

Следовательно, если х бесконечно возрастает, то— х бесконечно 
убывает; если х бесконечно убывает, то —х бесконечно возрастает. 

Очевидно, что бесконечно убываю¬ 
щую величину х геометрически можно_ М _2_ 

изобразить абсциссой точки Ж, ухо- х 

дящей по какому-нибудь закону влево Черт. 56. 

в бесконечность (черт. 56). 

Теорема IX. Модуль как бесконечно возрастающей, так и бес¬ 
конечно убывающей величины всегда бесконечно возрастает. 

Если х бесконечно возрастает, то дг, начиная с некоторого момента, 
положителен, а потому с этого момента 

\х\ = х. 

Следовательно, |лг| бесконечно возрастает. Если х бесконечно убывает, 
то, начиная с некоторого момента, х отрицателен. С этого момента 

\х\ = — х, 

и так как— х бесконечно возрастает, то и |*| тоже бесконечно воз¬ 
растает. 

Теорема X. Положительная величина х 9 модуль которой беско¬ 
нечно возрастает, есть бесконечно возрастающая величина. 

Отрицательная величина, модуль которой бесконечно возрастает, 
есть бесконечно убывающая величина. 
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потому что в первом случае лг=|л|, а во втором случае х =— |л| *). 
Доказанные теоремы легко позволяют .от бесконечно убывающих 
величин переходить к бесконечно возрастающим величинам, чтобы из 
свойств последних заключать .о свойствах первых. 


§ 67. Заключение. 

Бесконечно возрастающей величиной называется всякая величина, 
которая в процессе изменения становится и остается, начиная с некото¬ 
рого момента, более всякой наперед заданной положительной величины. 

Бесконечно убывающей величиной называется всякая величина, 
которая в процессе изменения становится и остается, начиная с некото¬ 
рого момента, менее вейкой наперед заданной отрицательной величины. 

Если величина х бесконечно возрастает, то —х бесконечно убы¬ 
вает. Обратно, если х бесконечно убывает, то —х бесконечно воз¬ 
растает. 

Модуль как бесконечно возрастающей величины, так и бесконечно 
убывающей есть величина, бесконечно возрастающая. Начиная с не¬ 
которого момента, бесконечно возрастающая величина становится 
и остается положительной, а бесконечно убывающая — отрицательной. 

Сумма 

а + лг 

постоянной величины а и бесконечно возрастающей величины х 
есть величина, бесконечно возрастающая. 

Произведение 

а*х 

положительной постоянной величины а и бесконечно возрастающей 
х есть величина, бесконечно возрастающая. 

Сумма х-\-у и произведение х-у бесконечно возрастающих вели¬ 
чин х и у — величины, бесконечно возрастающие. * 


*) Почему же все-таки из того, что ж = — |лг|, следует, что х бесконечно 
убывает? 



ГЛАВА ДЕВЯТАЯ 


БЕСКОНЕЧНО УМАЛЯЮЩИЕСЯ ВЕЛИЧИНЫ. 

Среди разнообразных процессов изменения переменных величин осо¬ 
бого внимания заслуживает процесс, приводящий к понятию о так назы¬ 
ваемых бесконечно умаляющихся величинах. Нельзя преувеличить значение 
этого понятия потому, что исторически весь современный Анализ обязан 
своим развитием почти исключительно только ему. Насколько велика 
роль этого понятия в Анализе, видно из того, что часто самый Анализ 
называют исчислением бесконечно умаляющихся. 


§ 63. Бесконечно умаляющиеся величины. 

Мы очень легко представляем себе процесс бесконечного возрастания. 
Сравнительно труднее представить себе процесс бесконечного умаления. 
Рассмотрим пример. с л 

Пример I. Пусть 
АВ — общий перпендику¬ 
ляр к двум горизонталь¬ 
ным прямым (черт. 57). 

На верхней отметим не¬ 
подвижную точку на 
нижней же вообразим не- 



Е ' ' 




Черт. 57. 


которую уже подвижную точку Пусть Р —точка пересечения с пер¬ 
пендикуляром АВ прямой соединяющей неподвижную точку 5 с 
подвижной точкой О. Через хи у обозначим длины отрезков АР и ЗР. 

Вообразим, что точка (} движется по горизонтальной прямой вправо, 
увлекая в своем движении прямую которая при этом вращается 
вокруг точки 5. Мы воображаем, что точка ф принуждена совершать 
свое движение вечно, уходя все дальше и дальше в бесконечность. Чем 
дальше уходит точка ф, тем выше поднимается точка Р и тем меньше 
становятся отрезки х и у. В течение всего процесса обе эти величины 
уменьшаются. Но нетрудно отметить одно глубокое различие в законе 
их уменьшения. 

Величина у, уменьшаясь, остается всегда более длины отрезка ЗА> а 
потому она не может сделаться как угодно малой. Можно указать та¬ 
кую положительную величину , меньше которой у не может сделаться , 
а именно длину отрезка ЗА. Напротив, для х такой положительной ве¬ 
личины нельзя указать. Какую бы как угодно малую положительную 
величину е*) мы ни взяли, как бы ничтожно малой ни оказалась эта 
величина, все*таки рано или поздно наступит момент, начиная с которого 
х не только сделается, но и будет оставаться меньше $. Действительно, 
отложим на перпендикуляре АВ отрезок АС = е . По необходимости 


*) е — греческая буква, называется эпсилон. 
7 Курс математического анализа 
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мы принуждены изобразить его на чертеже достаточно большим 
отрезком. Но полезно мыслить его чрезвычайно малым, почти исче¬ 
зающим. 

Мы не имеем никакого права утверждать, что х <С.г в течение всего 
процесса. Это утверждение, очевидно, неверно, потому что в некоторые 
моменты точка Р может находиться ниже точки С. 

Но проведем через точки ^ и С прямую, которая как наклонная 
необходимо пересечет нижнюю горизонтальную прямую в некоторой 
точке О, С того момента, как точка ф, двигаясь вправо, перейдет за 
точку О, а этот момент рано или поздно должен наступить, как бы 
далеко вправо ни оказалась точка О ,—с этого момента х становится и 
остается меньше е. 

Но е нами было взято произвольно. Следовательно/ х изменяется 
так, что становится и остается, начиная с некоторого момента, менее 
всякой произвольно наперед заданной, как угодно малой положительной 
величины. Говорят , что х бесконечно умаляется. 

Определение . Бесконечно умаляющейся величиной называется 
всякая переменная величина, модуль которой (не она сама) в 
процессе ее изменения становится и остается, начиная с некоторого 
момента, менее всякой наперед заданной, как угодно малой поло¬ 
жительной величины. 

Если бэсконечно умаляющаяся величина, по крайней мере начиная 
с некоторого момента, принимает только положительные значения, то она 
получает название положительной бесконечно умаляющейся величины. 
Она называется отрицательной бесконечно умаляющейся величиной, 
если, по крайней мере начиная с некоторого момента, она принимает 
только отрицательные значения. 

Очень часто вместо термина „бесконечно умаляющаяся величина" 
употребляют термин „бесконечно умаляющееся 41 , опуская существительное, 
но беря зато прилагательное в среднем роде. 

Необходимо обратить внимание на то, что модуль бесконечно умаляю 
щейся величины, начиная с некоторого момента, должен не только 
становиться , но и оставаться менее всякой наперед заданной положи¬ 
тельной величины. 

А А^ Д э А? А, 8 В примере, только что 

^ Не № & ' Й Г рассмотренном нами, бе¬ 

сконечно умаляющаяся ве- 
Черт. 58. личина изменялась непре¬ 

рывно. 

Пример II. Будем опираться на следующий геометрически очевидный 
факт: всякий отрезок , как бы он ни был мал , можно разделить пополам . 

Пусть АВ — отрезок, длину которого примем за единицу (черт. 58). 

Разделим его пополам и пусть А і — точка деления. 

Левую половину ААі делим пополам; пусть А 2 — точка деления. 

Делим теперь пополам отрезок АЛ % и пусть Д— точка деления. 

И так продолжаем далее, т. е, разделив какой-либо отрезок пополам, мы за¬ 
тем делим пополам его левую половину. 

Те точки деления, которые при этом будут получаться, последовательно обо¬ 
значим через Д, Д 3 , Д, Д,... 

Мысленно такой процесс деления мы можем продолжать сколь угодно далеко; 
одна задругой будут получаться точки деления Д, А Д,..., которые будут 
итти справа налево, приближаясь, но никогда не достигая точки Д хотя к ней 
с помощью этого процесса мы можем приблизиться как угодно близко. 
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Если мм примем А за начало координат, то абсциссы этих точек деления, 
очевидно, будут соответственно равны: 

Л 1 1 1 1 

I ’ 4 ’ 8 * 16 * 32 ” 

причем каждая из них вдвое меньше предыдущей. 

Вообразим теперь, что переменная величина х принимает одно за другим 
значения, р^ные этим абсциссам; мы можем представить себе величину х как 
расстояние точки, скачками приближающейся к точке А. Легко видеть, что х 
бесконечно умаляется. 

В самом деле, какое бы положительное число г мы ни взяли, как бы это в 
ни было мало, очевидно, наступит момент, когда х сделается и будет оставаться 
меньше е. Но если х может сделаться и оста¬ 
ваться менее вех кой наперед заданной поло¬ 
жительной величины, то по определению дг 
есть величина, бесконечно умаляюшаяся. 

Пример III. Пусть имеем острый угол 
ЛОВ (черт. 59) и пусть точка М движется по 
такому закону: сначала она находится в А\ нз 
А она движется по перпендикуляру к ОВ и 
приходит ь точку А и откуда движется по пер¬ 
пендикуляру к О А и приходит в точку Л 2 ; от 
этой точки она движется по перпендикуляру к 
ОВ и, придя в точку А& снова движется по 
перпендикуляру к ОА и т. д. Закон движения 
заключается в том, что, достигнув одной прямой, точка движется по направлению, 
перпендикулярному к другой. Очевидно, что наша точка, сколько бы она ни дви¬ 
галась, никогда не достигнет точки О, но в то же время ясно, что она может 
приблизиться как угодно близко к О, причем расстояние ее от О сделается и 
будет оставаться менее всякой наперед заданной положительной величины. Сле¬ 
довательно, это ее расстояние есть бесконечно умаляющаяся величина. 

П р и м е р IV. В рассмотренных примерах бесконечно умаляющиеся величины 
принимали только положительные значения. Но легко видеть, что возможны бес¬ 
конечно умаляющиеся величины, принимающие не только положительные, но и 
отрицательные значения. 

Пусть О — начало координат и пусть я —абсцисса подвижной точки. Пред¬ 
положим, что х (черт. 60) принимает одно за другим такие значения: 

I 1 1 1 , 1 1 

+ 2 ’ — 3 * + 4’ 5* "г 6’* — 7 ,,в * 



Закон изменения очевиден; положительные н отрицательные значения чере¬ 
дуются, знаменатели же этих значений дают ряд натуральных чисел. Геометриче¬ 
ски значения величины х изобразятся точками, которые приближаются к точке 
О с двух сторон и могут приблизиться к ней как угодно близко, но никогда 
не достигнут ее. 

Очевидно, величина х есть величина, бесконечно умаляющаяся, потому 
что модуль ее может сделаться и остаться менее всякой наперед заданной по¬ 
ложительной величины, причем эта наперед заданная величина может быть как 
угодно мала. 

-Й -Ъ-Ъ 0 • «А 
Черт. 60. 

Пример V. Пусть мы имеем маятник, при¬ 
вешенный в точке 5 (черт. 61). Обозначим через х 
угол его нити с вертикальной прямой. Этот угол 
будем считать положительным, если маятник от¬ 
клоняется вправо, и отрицательным, если он откло¬ 
няете я влево. Пусть маятник выведен из равно¬ 
весия ц качается. Черт. 61. 

7* 



99 


Мы без труда можем вообразить такой закон колебания: угол, на который 
отклоняется маятник в какую-нибудь сторону при каждом размахе, вдвое меньше 
угла отклонения при предыдущем размахе. 

Нетрудно убедиться, что х будет бесконечно умаляющейся величиной, при¬ 
том изменяющейся непрерывно. 

Отметим, что в этом примере х неоднократно обраща¬ 
ется в нуль. 

Пример VI. На осях координат отложим от начала равные отрезки О А, ОВ % 
ОС , ОП (черт. 62). Вообразим точку М , которая движется так: из А по прямой 
она илет в В\ затем из В-в С и из С—в Д Из точки же О она идет в точку 
А ,, серелину отрезка СМ. Описав таким образом вокруг О один оборот, она затем 
продолжает описывать вокруг О все новые и новые обороты, двигаясь при этом 
в каждом координатном углу параллельно своему предыдущему пути. Следова¬ 
тельно, из А { она иридег в середину отрезка ОВ\ из В і —в С 4 , из С і — 
в О}. Из Рь середины отрезка ОО ІУ она попадет в точку А т середину отрезка 
ОА \, и тем заканчивает второй оборот, чтобы затем начать третий, потом четвер¬ 
тый и т, д. Ясно, что точка М никогда не достигнет точки О, но что в то же 


время ее расстояние сделается, начиная с некоторого момента, и будет оставаться 
менее всякой наперед заданной положительной величины, а потому это ее рас- 


8 



Черт. 62. 


стояние есть величина, бесконечно ума¬ 
ляющаяся. 

Пусть л:—абсцисса точки 0, про¬ 
екция точки М на ось X. Когда М со¬ 
вершает свой путь вокруг точки О, 
точка р движется по оси X колеблясь 
около точки О, переходя с одной ее сто¬ 
роны на другую. Ясно, что абсцисса ее 
бесконечно умаляется, потому что, на¬ 
чиная с некоторого момента, геометриче¬ 
ское расстояние точки ф от О у т. е. | х |, 
может сделаться и оставаться как угодно 
малым, т. е. менее всякой наперед задан¬ 
ной положительной величины. 

Заметим, что всякий раз, как О 
переходит через О. ее абсцисса х равна 
нулю. Следовательно, х есть такая бес¬ 
конечно умаляющаяся величина, которая 
в процессе изменения неоднократно при¬ 
нимает значения, равные нулю. Кроме 


того, она в процессе изменения колеб¬ 
лется, возрастая, когда (? движется вправо, и убывая, когда 0 движется влево. 
Следовательно, бесконечно умаляющаяся величина может быть колеблющейся. 


Выяснив на некоторых примерах содержание понятия о бесконечно 
умаляющихся величинах, мы должны принять во внимание, что процессы 
изменения бесконечно умаляющихся величин могут быть весьма разно¬ 
образны, и так как нет никакой возможности ясно и отчетливо предста¬ 
вить себе все возможные особенности их, то при различных доказатель¬ 
ствах, в которые входит понятие о бесконечно умаляющихся величинах, 
мы должны опираіься исключительно только на данное выше определение: 

Бесконечно умаляющейся величиной называется всякая пе¬ 
ременная величина, модуль которой в процессе ее изменения ста¬ 
новится и остается, начиная с некоторого момента, менее всякой 
наперед заданной, как угодно малой положительной величины. 

Относительно этого определения необходимо заметить следующее. В 
определении говорится о модуле бесконечно умаляющейся величины, по¬ 
тому что, как мы видели, возможны процессы бесконечного умаления, 
в которых переменная величина может принимать не только положи¬ 
тельные, но и отрицательные значения. 
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Далее в определении говорится, что модуль бесконечно умаляющейся 
величины должен оставаться, начиная с некоторого момента, менее вся¬ 
кой наперед заданной величины. Очень часто для сокращения речи 
опускают слова „наперед заданнойНо этого надо избегать, потому 
что такое опущение может повести к недоразумению. Строго говоря, 
нельзя сказать, что модуль бесконечно уматяющейся величины становится 
и остается менее всякой положительной величины. Это, очевидно, не¬ 
верно. Действительно, пусть * —бесконечно умаляющаяся величина, ко¬ 
торая принимает только положительные значения. Положим, что в какой- 

а 

нибудь момент х имеет значение, равное а. Тогда в этот момент . 

2 » 


Следовательно, нельзя сказать, что х в течение всего процесса меньше 
всякой величины, раз он в некоторый момент больше Но если х бе¬ 


сконечно умаляется, то тогда должен наступить момент, начиная с кото- 

а _ 

рого х становится и остается менее —. Поэтому можно сказать, что 

х у начиная с некоторого момента, становится и остается меньше всякой 
наперед заданной положительной величины, но опускать слов „наперед 
заданной 4 * не следует. 

Надо твердо помнить, что процесс бесконечного умаления ве¬ 
личины может не быть процессом ее уменьшения. 

Действительно, пусть, например, х принимает одно за другим отри¬ 
цательные значения 


1111 
2 ’ _ 4 ’ — 8 ’ 16’ 1 


каждое из которых по абсолютной величине вдвое меньше предыду¬ 
щего, а потому алгебраически больше его; поэтому х возрастает . 
Но его модуль принимает значения: 


1111 

2 ' 4 1 8 * 16’ •" 


и в процессе изменения становится и остается менее всякой наперед 
заданной величины, а потому дг, постоянно возрастая, в то же время 
бесконечно умаляется. 

Чтобы судить, умаляется ли величина или нет, надо обращать 
внимание не на самую величину, а на ее модуль. 

Практически бесконечно умаляющуюся величину можно представлять 
себе как такую величину, которая в процессе своего изменения, нако¬ 
нец, становится и остается настолько малой, что как бы находится на 
пороге своего окончательного исчезновения. 


§ 69. Связь бесконечно умаляющейся величины с бесконечно 

возрастающей. 

Эту весьма замечательную связь мы получим, если рассмотрим изме¬ 
нение величины, обратной данной переменной величине. 

Теорема . Если переменная величина бесконечно возрастает, при¬ 
нимая только положительные значения, то обратная ей величина 
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бесконечно умаляется, принимая только положительные значения. 
Обратно, если переменная величина бесконечно умаляется, прини¬ 
мая только положительные значения, то обратная ей величина 
бесконечно возрастает. 

Пусть х бесконечно возрастает, принимая только положительные зна¬ 
чения. Сле.овательно — тоже положительно. 

Нам надо доказать, что --- бесконечно умаляется. Для этого мы 

должны доказать, что какое бы мы ни взяли как угодно малое поло¬ 
жительное е, необходимо, чтобы, начиная с некоторого момента, было 


Но это неравенство имеет мест тогда и только тогда, когда 



( 2 ) 


Поэтому, чтобы доказать (1), достаточно доказать (2). Заметив это, 
ведем доказательства так: каково бы ни было положительное г, начиная 
с некоторого момента, имеет место неравенство (2), петому что х бес¬ 
конечно возрастает. С этого момента имеет место (1). Следовательно, 

-і* становится и остается, начиная с некоторого момента, менее всякой 

произвольно взятой положительной величины, а потому бесконечно 

умаляется, принимая только положительные значения, и первая половина 
теоремы доказана. 

Докажем г.торую половину, т. е. докажем, что если х бесконечно 
умаляется, принимая только положительные значения, то в таком случае 

— бесконечно возрастает. Для этого мы должны доказать, что какое 

бы положительное N мы ни взяли, необходимо, чтобы, начиная с неко¬ 
торого момента, было 

ѵ>' ѵ - (3) 

Л 


Но это неравенство имеет место тогда 
место неравенство 


х <ѵ 


и только тогда, когда имеет 

( 4 ) 


Поэтому рассуждаем так: каково бы ни было положительное М так 
как х бесконечно умаляется, принимая только положительные значения, 
то, начиная с некоторого момента, имеет место (4). С этого момента 

имеет место (3), а потому — бесконечно возрастает. 

Вторая половина тесремы тоже доказана. 
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Как пример предположим, что х бесконечно возрастает, принимая последо¬ 
вательно целые положительные значения: 

I 1, 2, 3, 4, 5, . •, л, ... 

В таком случае — последовательно принимает значения 

_ 1 _ 1 1 } 1 

1, 2 . з , 4 * у ••• <» /2 » ••• 


Мы видим, что — бесконечно умаляется, принимая только положительные 
значения. 

Обратно, если х бесконечно умаляется, принимая положительные значения 

і 1 1 1 1 1 

1. з 4 у ••• * я ■ 

то —, принимая значения 

1, 2, 3, Л, 5,... э я, 

бесконечно возрастает. 


Эту теорему можно доказать геометрически. Пусть 50 (черт. 63) — 
ебщий перпендикуляр к двум параллельным прямым. Длину его примем 


за единицу. Отложим отрезок 
58 = 30— 1 и, опустив из В 
перпендикуляр ВА> проводим пру.- 
м>ю 5С}. Пусть 

РВ = х, О0=у. 

Треугольники 5ВР и 003 по¬ 
добны, потому что имеют по два 
равных угла. Их сооіветствующие 

00 

50 




стороны пропорциональны, а потому 
~ВР' 


1 

X = — . 

У 


Но если 0 уходит в бесконечность, то у бесконечно возрастает, а 
х бесконечно умаляется. 

Теорема доказана. 


§ 70. О нуле как бесконечно умаляющейся величине. 

Согласно внутреннему смыслу определения всякая бесконечно умаляю¬ 
щаяся величина прежде всего — переменная величина. Но мы знаем, 
что постоянную величину условно можно рассматривать как переменную в - 
личину, а именно как такую переменную, все значения которой равны 
между собой. Естественно поэтому возникает вопрос: нет ли таких по¬ 
стоянных величин, которые условно можно рассматривать как беско¬ 
нечно умаляющиеся величины? 

Теорема. Нуль можно рассматривать как бесконечно умаляю¬ 
щуюся величину. Но, кроме нуля, никакую постоянную величину 
нельзя рассматривать как бесконечно умаляющуюся величину. 
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В самом деле, модуль величины, равной нулю, не только может сде¬ 
латься, но всегда остается менее всякой наперед заданной, как угодно 
малой положительной величины. Поэтому величину, равную нулю, мы 
имеем право причислить к классу бесконечно умаляющихся величин. 

Пусть теперь а — какая-либо постоянная величина, отличная от нуля, 
и пусть а'— ее модуль: 

— і а і- 

Очевидно, что | а | не может сделаться и оставаться менее всякой 
наперед заданной величины, потому что, например, если мы возьмем 
само а' как наперед заданную величину, то \а\ не может сделаться 
меньше а г . Следовательно, величину а нельзя рассматривать как беско¬ 
нечно умаляющуюся величину. 

Теорема доказана. 

Из нее мы заключаем, что 

если о какой-либо величине сказано, что она одновременно 
величина и бесконечно умаляющаяся, и постоянная, то можно 
утверждать, что эта величина равна нулю* 

Но хотя нуль и можно условно относить к бесконечно умаляющимся 
величинам, все-таки следует иметь в виду, что по существу всякая бес¬ 
конечно умаляющаяся величина прежде всего — переменная величина, и 
притом тікая, которая в большинстве случаев как раз не может прини¬ 
мать значений, равных улю. 

§ 71. Теоремы о бесконечно умаляющихся. 

Необходимо отметить следующие теоремы о бесконечно умаляющихся 
величинах. 

Теорема /. Величина, прямо противоположная бесконечно ума¬ 
ляющейся величине, есть тоже бесконечно умаляющаяся величина. 

Требуется доказать, что если 

У = — * 

и если известно, что х бесконечно умаляется, то у тоже бесконечно 
умаляется. Но это почти очевидно. Имеем: 

ЬМ = І*І. 

а потому, если | х | может сделаться и оставаться менее всякой наперед 
заданной положительной величины, то и | у | тоже может сделаться и 
оставаться менее всякой наперед заданной положительной величины. 
Следовательно, если х бесконечно умаляется, то —х тоже бесконечно 
умаляется. 

Теорема //. Алгебраическая сумма бесконечно умаляющихся ве¬ 
личин есть величина, бесконечно умаляющаяся. 

Пусть и —алгебраическая сумма п слагаемых х, у, ... , г: 

и = ±х±у ±:... +г. (і) 

С изменением слагаемы* меняется и их сумма. Требуется доказать, 
что если каждое из слагаемых х, у, ... , г бесконечно умаляется, то 
сумма их и тоже бесконечно умаляется. 

104 



Доказательство. Так как модуль суммы меньше или равен 
сумме модулей слагаемых, то из (1) следует, что 

І«І^І*І + 1.УІ + ... -Н*|. (2) 

Пусть теперь 6 — произвольно втятая, как угодно малая положитель¬ 
ная величина. 

Так как х, у ъ .. . , г бесконечно умаляются, то модули их стано¬ 
вятся н остаются, начиная с некоторого момента, менее всякой наперед 
заданной положительной величины. 

Принимая за наперед заданную положительную величину, мы за¬ 
ключаем, что, начиная с некоторого момента, булут иметь место нера¬ 
венства: 

М<^г» І у І<Т’ ••• * И<т* 


Из (2) следует, что с этого же момента 

|«|<е. 

Следовательно, начиная с некоторого момента, |л| становится и 
остается менее всякой произвольно наперед заданной положительной ве¬ 
личины а, а потому и бесконечно умаляется. 

Теорема доказана. 

Геометрически она почти очевидна. 

Пусть х у у и г — три отрезка и и — их сумма. Ясно, что если все 
эти три отрезка бесконечно умаляются, то и весь отрезок и тоже бес¬ 
конечно умаляется. 

Теорема ///. Произведение постоянной величины на бесконечно 
умаляющуюся величину есть величина, бесконечно умаляющаяся. 

Пусть а — /70сгоянная величина, х — бесконечно умаляющаяся и 
пусть 

у = ах. (1) 


Требуется доказать, что у тоже бесконечно умаляется. 

Если а = 0, то у = 0. Но нуль есть бесконечно умаляющаяся, а по¬ 
тому и у бесконечно умаляется. 

Если а — не нуль, то, взяв произвольно положительное е, заключаем, 
8 

принимая ; —- за наперед заданную величину, что, начиная с некоторого 

а 


момента, 



( 2 ) 


потому что х бесконечно умаляется. 

Но из (1) и (2) следует, что, начиная с того же момента, 

М = | а М*|<е, 

а потому у бесконечно умаляется. 

Теорема доказана. 

Геометрически ее можно иллюстрировать так: пусть у — площадь 
прямоугольника, стороны которого — а и х. Следовательно, у = ах. 
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Ясно, что если одна сторона прямоугольника постоянная, а другая 
бесконечно умаляется, то площадь его тоже бесконечно умаляется. 

Теорема /V. Произведение бесконечно умаляющихся величин есть 
величина, бесконечно умаляющаяся* 

Пусть 

Ѵ=*г ѵ*з • • И) 

где относительно каждого множителя известно, что он бесконечно ума¬ 
ляется. Требуется доказать, что у тоже бесконечно умаляется. 

Берем как угодно малую положительную величину г, берем ее про¬ 
извольно, но меньше единицы. Так как все множители х ѵ л* 2 , ... , х п 
бесконечно умаляются, то, начиная с некоторого момента, справедливы 
неравенства 

І*1І<«. К>1<*. 1*5І< 6 ’-’. КІО ■ ( 2 ) 

Но 

І.у| = |*іН**Н-*з! ••• *«І» 

а потому с того момента, начиная с которого имеют место неравенства 
(2), будет иметь место также и неравенство 

!>!<»". ( 3 ) 

а следовательно, и неравенство 

\У |<*. (4) 


так как с я <^е, потому что е<1. 

Неравенство (4) показывает, что ѵ можег сделаться и оставаться ме¬ 
нее всякой наперед заданной положительной величины, а потому у есть 
величина, бесконечно умаляющаяся. 

Теорема доказана. 

В случае двух множителей эта теорема почти очевидна геометри¬ 
чески. 

Пусть г — площадь прямоугольника, стороны которого — х и у. 
Следовательно, 

г = ху. 

Ясно, что если обе стороны прямоугольника бесконечно умаляются, 
то и площадь его тоже бесконечно умаляется. 

Теорема V. Целая положительная степень бесконечно умаляю¬ 
щейся величины есть величина, бесконечно умаляющаяся. 

Пусть т —целое положительное число, и пусть 

ѵ = х т . 

Требуется доказать, что если х бесконечно умаляется, то у тоже 
бесконечно умаляется. 

Но это прямо следует из предыдущей теоремы. В самом деле, до¬ 
статочно написать, что 


У = х-х-х ... 

чтобы немедленно же заключить, что у как произведение бесконечно 
умаляющихся множителей есть тоже бесконечно умаляющаяся величина. 
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Теорема доказана. Она, очевидно, не имеет места, если показатель 
отрицателен. Действительно, пусть т — — л, где п — целое положительное 
число. Имеем 



Пусть х бесконечно умаляется, принимая только положительные зна¬ 
чения. Тогда по даказанному х п тоже бесконечно умаляется. Но вели¬ 
чина, обратная положительной бесконечно умаляющейся, есть бесконечно 
возрастающая, а потому теорема в этом случае не имеет места. 

§ 72. Заключение. 

1. Бесконечно умаляющейся величиной называют всякую перемен¬ 
ную величину, модуль которой в процессе ее изменения становится и 
остается, начиная с некоторого момента, менее всякой наперед задан¬ 
ной положительной величины. 

2. Из постоянных величин только нуль условно можно рассматри¬ 
вать как бесконечно умаляющуюся величину. 

3. Сумма, произведение и целая положительная степень беско¬ 
нечно умаляющихся величин суть бесконечно умаляющиеся величины. 

Произведение постоянной величины на бесконечно умаляющуюся 
величину есть бесконечно умаляющаяся величина. 

4. Величина, обратная положительной бесконечно умаляющейся 
величине, есть бесконечно возрастающая величина. 

Величина, обратная бесконечно возрастающей, есть бесконечно 
умаляющаяся положительная величина. 

5. При суждении о бесконечном умалении надо обращать 
внимание не на самую величину, а на ее модуль. 



ГЛАВА 


ДЕСЯТАЯ 


ПРЕДЕЛ ПЕРЕМЕННОЙ ВЕЛИЧИНЫ. 

Мы переходим теперь к тому понятию, которое является основным 
нервом современной математики, на котором вся она зиждется, без кото¬ 
рого она была бы немыслима. Это — понятие предела. 

Уже в элементарной математике мы принуждены прибегать к понятию 
приела. Так, например, при вычислении длины окружности мы ее рас¬ 
сматриваем как предел периметров вписанных в нее правильных много¬ 
угольников. Точно так же, чтобы вычислить площадь круга, мы и ее 
рассматриваем как предел площадей вписанных или описанных много¬ 
угольников. Затем в стереометрии мы снова встречаемся с понятием пре¬ 
дела, когда изучаем объемы и площади поверхностей конуса, цилиндра, 
шара. В дальнейшем мы увидим, что понятие предела требуют все за¬ 
дачи о вычислении длин кривых линий, а также задачи о вычислении 
площадей и объемов, ограниченных кривыми линиями и поверхностями. 
Наконец, понятие предела необходимо при исследовании всех вопросов, 
связанных прямо или косвенно с понятием скорости. Следовательно, это 
понятие необходимо для построения теоретической механики и физики. 
Вообще без всякого преувеличения можно сказать, что значительная 
часть всей современной как чистой, так и прикладной математики есть 
не что иное, как различные приложения в той или иной форме понятия 
предела. Только благодаря этому понятию и возможна современная мате¬ 
матика. 

В этой главе мы выясним понятие предела и основные его свойства. 

§ 36. Предел переменной величины. 

Пределу переменной величины можно дать два определения, которые 
по существу вполне равносильны друг другу, но несколько различаются 
по внешней форме. 

Первое определение . Постоянная величина называется пределом 
переменной величины, находящейся в каком-нибудь процессе изме¬ 
нения, если модуль разности между этими величинами становится 
и остается, начиная с некоторого момента, менее всякой наперед 
заданной как уго&но малой положительной величины. 

Следовательно, если х — переменная величина, а — постоянная вели¬ 
чина и а — разность между ними: 


а = х —а, 

то постоянное а называется пределом переменного х тогда и только 
тогда, когда | а | в течение процесса изменения может сделаться и оста¬ 
ваться, начиная с некоторого момента, менее всякой наперед заданной 
положительной величины. Иными словами, это значит, что а должно 
бесконечно умаляться, а потому: 
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Второе определение . Постоянная величина а называется пре¬ 
делом переменной величины х у находящейся в данном процессе 
изменения, если разность между ними 

а = х — а 

есть бесконечно умаляющаяся величина. 

Как мы видим, это второе определение по существу выражает то 
же самое, что и первое, но только в несколько иной форме. 

Если постоянная величина а служит пределом переменной величины 
дг, то пишут 

Ііш ЛГ = а. 


что читается так: „лимит х равен а* *). 

Если а — предел х у то часто говорят, что х стремится к а. Эту 
фразу, т. е. фразу я х стремится к а“, принято записывать так: х — >а. 

Переменная величина может приближаться к своему пределу, изме¬ 
няясь или прерывно, „ или непре¬ 
рывно. Рассмотрим примеры. 

Пример I. Пусть Р —точка 
пересечения прямой с прямой 
АВ (черт. 64), служащей общим 
перпендикуляром к двум горизон¬ 
тальным прямым. 

Обозначим через х длину от¬ 
резка ВР У через а — длину перпендикуляра АВ, через а — длину отрезка 
РА , и пусть точка движется вправо, уходя в бесконечность. В таком 
случае, как мы уже раньше видели, величина а бесконечно умаляется. 

Рассмотрим изменение величины х . Очевидно, что х монотонно воз¬ 
растает, оставаясь всегда меньше а и никогда не становясь равным а. 
Но хотя х никогда не может сделаться равным а, в то же время он 
изменяется так, что разность 
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а —а — х 

бесконечно умаляется. Поэтому а есть предел х **). 

Обратим особое внимание на то, что хотя х может приблизиться как 
Угодно близко к а, но в то же время он никогда не может сделаться 
равным а. Следовательно, переменная величина может изменяться 
так , что она никогда не принимает значений , равных ее пределу . 
В таком случае говорят, что предел не достижим для переменной вели¬ 
чины. 

Пример II. В только что рассмотренном примере переменная величина, 
приближаясь к своему пределу, изменялась непрерывно. Но возможно и прерыв¬ 
ное приближение величииы к своему пределу. 

Пусть х последовательно принимает те значения, которые получим, если 

в равенстве х^ ? — ■ будем давать символу п значения, равные целым числам 


*) По-французски .предел* — Нтіі. 

**) Здесь мы рассматриваем разность а — Х\ раньше в определении брали 
разность х — а . Для сущности дела это не имеет значения, потому что важна не 
сама разность, а ее модуль Но всегда | о — х\ = \х — а\. 
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в их натуральном порядке. Полагая п равным 1, 2 , 3 , 4, 5,..., найдем, что х при¬ 
нимает значения, последо ательно равные 

2 1 і. 5 

Т ’ ~2 ’ “3 1 4 ’ 5 ’ ‘ ’ ’ 

и т. д. 

Докажем, что единица служит пределом .ѵ. Составим разность 


Величина, обратная бесконечно возрастающей, всегда бесконечно умаляется. 
Следовательно, если п бесконечно возрастает, то — бесконечно умаляется, а 
потому 

Ііт х — 1. 


Пример III. Пусть а — некоторая постоянная величина. Отметим точку А 
с абсциссой а (черт. ^ и пусть х —абсцисса точки М . движущейся по гори¬ 
зонтальной прямой следую- 

О В В, 8, В, Л с. С, С, С шим образом. 

■ і --2- г 43 * т !- і — Точка М начинает свое 

’*.... движение отнекоторон точки 

Чеот 65 лежащей левее точки А , 

Р * и движется вправо до не¬ 

которой точки С, лежащей 
правее точки А После этого точка М меняет направление своего движения и 
движется уже влево до тех пор, пока не достигнет точки В і% лежащей как раз 
посредине между точками А и В. Дойдя до точки В і , точка М снова движется 
вправо до тех пор, пока не достигнет точки С і% лежащей посредине между точ¬ 
ками А и С. После этого она снова движется влево но только до точки В ,, се¬ 
редины между точками В і и А Затем она опять движется вправо, пока не дости¬ 
гнет точки С 8 , середины между точками А и С 4 , и т. д. Таким образом, точка М 
движется то вправо, то влево, колеблясь около точки А % причем всякий размах 
ее вдвое меньше предыдущего. 

С изменением положения точки М меняется ее абсцисса х. Пусть 

а = х — а. 


Так как | а | равен геометрическому расстоянию точки М от точки Д то, 
очевидно, что а есть величина, бесконечно умаляющаяся. Следовательно, а — 
предел х: 

Ііт х — а. 

Из этого примера, между прочим, ясно следующее: # 

В течение процесса своего изменения переменная величина 
может быть то больше, то меньше своего предела, а также может 
принимать значения, равные своему пределу. 

Следовательно, в зависимости от закона изменения переменная вели¬ 
чина, приближаясь к своему пределу, может или принимать, или не 
принимать значений, равных ее пределу. 

Если а — предел переменной величины, то принято говорить, 
что х в пределе обращается в а , что х равно в пределе а. 

Так принято говорить даже и в том случае', когда х не может 
принимать значений, равных о, и, следовательно, никогда не становится 
равным а. 

Переменная величина, находясь в некотором процессе изменения, 
может стремиться к некоторому пределу, но может также не стремиться 
ни к какому пределу. Все зависит от того закона, по которому она 
изменяется. Так, например, пусть точка М колеблется между точками 
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А и В, т. е. поочередно движется то от Л к В, то обратно — от В к А. 
Ясно, что абсцисса точки М не будет стремиться ни к какому пределу. 


§ 74. Геометрическое представление соотношений между 
переменной величиной и ее пределом. 

Пусть х — переменная величина и а — ее предел и пусть 

х — а = а. 

Изобразим предел а точкой на оси абсцисс (черг. 66) и построим 
около нее как угодно малый интервал до. Пусть е — расстояние от 
точки а того конца этого интервала, который ближе к 
ней (на чертеже конца р ). В таком случае всякая точка, А .о 

расстояние которой от а меньше е, необходимо лежит ^ ^ 

внутри интервала (р у д). Заметив эго, будем значения Черт. 66. 
переменной величины х тоже изображать точками. Мы 
знаем, что геометрическое расстояние точки х от точки а равно 
\х — а |, т. е. равно |а|. Но а бесконечно умаляется, а потому, как 
бы мало ни было е, рано или поздно наступит момент, начиная с кото¬ 
рого |а|<е. С этого момента точка х необходимо лежит внутри 
интервала (/?, д). Получаем теорему: 

Какой бы малый интервал (/?, 9) мы ни построили около точки а, 
изображающей предел переменной величины х 9 всегда наступит 
момент, начиная с которого все значения переменной величины 
будут изображаться точками, лежащими внутри построенного интер¬ 
вала (р, ч). 

Конечно, этот момент наступит тем позднее, чем меньше будет взят 
интервал ( р , д). 

В связи с доказанной теоремой выведем одно свойство предела, 
которым нам придется воспользоваться в дальнейшем. Пусть попрежнему 
а ,— предел переменного х. Но мы теперь предположим, что а поло- 
Орац жительно. Среди бесчисленного множества положи- 

ИГ" ~ тельных чисел, меньших а, возьмем одно какое-нибудь 

и . с? число т . Это число может быль взято как угодно 
близким к а , но только обязательно меньше его. 
Построим точку р с абсциссой т (черт. 67). Так как т<^а, то точка р 
будет слева от а и справа от О. Пусть д —какая-нибудь точка справа 
от а. Так как а — предел дг, то, как бы ни оказался мал интервал (р ч д ), 
все таки по только что доказанному наступит момент, начиная с кото¬ 
рого х будет лежать внутри интервала ( р , д). С этого момента х^>т. 
Получается 

Теорема . Если предел а переменной величины х положителен, 
то, каково бы ни было положительное число т<а, всегда, начиная 
с некоторого момента, х становится и остается больше т. 

Пусть читатель твердо запомнит эту теорему. 


Черт. 67. 


§ 75. Теорема об однозначности предела. 

Лишь только мы установили понятие о пределе, естественно возни¬ 
кает чрезвычайно важный вопрос: может ли переменная величина при 
данном процессе изменения стремиться к двум различным пределам? Ответ 
на этот вопрос дает 
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Теорема об однозначности предела . Всякая переменная вели¬ 
чина, находящаяся в некотором процессе изменения, может иметь 
только один предел. 

Допустим, что переменная величина х, находясь к каком-нибудь про¬ 
цессе изменения, одновременно стремится к двум пределам а и Ь, и 
пусть 

х — а = а, 
х —А = р. 

Как разности между переменной величиной и се пределом величины 
а и р бесконечно умаляются. Имеем 

а — $ = Ь — а. 

Правая часть этого равенства как разность двух постоянных величин 
есть величина постоянная. Левая же часть как разность бесконечно 
умаляющихся величин есть бесконечно умаляющаяся величина. Таким 
образом, постоянная величина Ь — а оказывается бесконечно умаляю¬ 
щейся величиной. Но из всех постоянных величин только нуль можно 
а ь условно причислять к классу бесконечно умаляю- 

" р д г 5- щихся величин. Следовательно, Ь — а = 0, т. е. 

Черт. 68. Ь = а . 

Мы видим, что если переменная величина имеет два предела, то они 
необходимо равны. Иными словами это значит, что переменная величина 
может иметь только один предел, и теорема доказана. 

Мы можем доказать ее и геометрически. Предполагая, что х имеет 
два различных предела а и Ь (черт. 68), строим около точек а и ^два 
настолько малых интервала (р , ф и (г, $), чтобы онн лежали один вне 
другого. 

Так как а — предел х, то как бы мал ни оказался интервал (р , 
все значения, которые х будет принимать, начиная с некоторого момента, 
изобразятся точками, лежащими внутри этого интервала. С этого момента 
ни одно значение не может лежать внутри интервала (г, $). Но так как 
Ь — предел х, то должен наступить момент, начиная с которого все 
значения х изобразятся точками внутри (г, $). Получается противоречие, 
которое показывает, что х не может иметь двух различных пределов. 


§ 76. Пределы равных величин. 

Теорема . Пределы равных величин равны. 

Пусть х и^у — две переменные величины, которые остаются равными 
в течение всего процесса изменения: 

х=у. (1) 

Требуется доказать, что 

Ііш х = Іігп^у. (2) 


Доказательство. Пусть 
Так как х=у , то 


1*шх=а. 
у — а = х — я. 


1!2 


(3) 



Но правая часть бесконечно умаляется. Следовательно, и левая часть 
бесконечно умаляется, а потому 

Ііт у = а. (4) 

Из (3) и (4) следует (2). Теорема доказана. 

Эта теорема так проста и ею так часто приходится пользоваться, 
что в дальнейшем мы будем пользоваться ею, никогда явно о том не 
упоминая. 


§ 77. Приближение величины к пределу справа или слева* 


Пусть переменная величина х и ее предел а геометрически изобра¬ 
жены точками. Если л:>л, то точка х лежит справа от точки а\ но 
если х<С.а, то точка х лежит слева от точки а . Поэтому, 

если переменная величина в процессе своего изменения все 
время остается больше своего предела, то говорят, что она при- 
ближается к своему пределу справа. Если же переменная величина 
в течение всего процесса изменения остается меньше своего пре¬ 
дела, то говорят, что она приближается к своему пределу слева. 

Пусть, например, 


и пусть п бесконечно возрастает. Следовательно, — бесконечно ума¬ 


ляется, а потому 

Точно так же, если 


1іш_у = 1. 



п 


и если п бесконечно возрастает, то 

Ііт х = 1. 


Так как в течение всего процесса 1, то у приближается к своему 
пределу справа. Но г приближается к своему пределу слева, потому что 
в течение всего процесса г <[ 1. 

Если написано равенство 

Ііт л: = с, 


то оно указывает только на то, что х , находясь в некотором процессе 
изменения, стремится к с как к своему пределу. Но по какому закону 
приближается х к с % этого равенство не указывает. 

Если желают указать, что х приближается к своему пределу с 
справа, т. е. оставаясь все время больше своего предела, то пишут 

1 іш* = г-{-0. (1) 

Чтобы указать, что х приближается к с слева, пишут 

\\тх = с — 0. (2) 

Это потому, что в случае (1), чтобы получить х, надо к с прибавить, 
а в случае (2) надо из с вычесть некоторую положительную величину. 
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§ 78. Предел бесконечно умаляющейся величины. 


Всегда справедливо равенство 

х — 0 = х. (1) 

Пусть х бесконечно умаляется. Из (1) следует, что разность между х 
и нулем есть бесконечно умаляющаяся величина. Следовательно, нуль 
есть предел х. 

Обратно, предположим, что дано, что нуль служит пределом для х. 
Тогда разность между х и нулем, т. е. сам х, есть величина, бесконечно 
умаляющаяся. 

Все это нам дает теорему: 

Бесконечно умаляющаяся величина есть переменная величина 
предел которой равен нулю» и обратно — всякая переменная вели¬ 
чина» предел которой равен нулю» есть бесконечно умаляющаяся 
величина. 

Поэтому с этих пор вместо термина „бесконечно умаляющаяся вели¬ 
чина 44 мы будем также употреблять описательные обороты, как то: вели¬ 
чина, предел которой равен нулю*, или „ величина, которая убывает 
до нуля 0 , или же будем пользоваться иными подобными выражениями. 

Если величина х , бесконечно умаляясь, принимает только положи¬ 
тельные значения, то она постоянно больше нуля, который служит ей 
пределом. Но если величина бесконечно умаляясь, принимает только 
отрицательные значения, то она меньше своего предела. Следовательно: 

Бесконечно умаляющаяся положительная величина приближается 
к нулю справа. Бесконечно умаляющаяся отрицательная величина 
приближается к нулю слева. 

Например, если х последовательно принимает значения, равные 

і_ і _1_ 1_ 1_ 

2 ’ 3‘ 1 4 ’ 5 1 6 ’ ’ ’ • ’ 

то х, бесконечно умаляясь, приближается к нулю справа. Но если х 
последовательно принимает значения, равные 

11111 
~2' 3 ’ 4 ’ 5 ’ 6 

то X, бесконечно умаляясь, приближается к нулю слева. Все это вполне 
очевидно, если значения х мыслить изображенными точками. 


§ 79. Предел постоянной величины. 

Мы видели, что постоянную величину условно можно рассматривать 
как переменную величину. Поэтому мы можем говорить о пределе по¬ 
стоянной величины. 

Теорема . Предел всякой постоянной величины с равен ей самой 

Ііш с = с. 

Действительно, модуль разности 

с — с 9 
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будучи равным нулю, не только становится, но всегда остается менее 
всякой наперед заданной положительной величины, а потому согласно 
определению с есть предел с . 

§ 80. Представление переменной через ее предел. 

Из самого определения понятия предела прямо получается одна чрез¬ 
вычайно важная и простая теорема. Пусть 

х — а = я, ( 1 ) 

а потому 

лг = а-|- а - (2) 

Обратно, из (2) следует (1). 

Заметив это, предположим, что а —предел х. Равенство (2) показы¬ 
вает, что 

всякая переменная величина х, находящаяся в некотором про* 
цессе изменения, может быть представлена как сумма ее предела а 
и некоторой бесконечно умаляющейся величины а: 

х = а+а. 

Благодаря такому представлению изучение всякого процесса стремле¬ 
ния к пределу сводится к изучению процесса бесконечного умаления. 
Ясна также обратная теорема: 

Если переменная величина х, находящаяся в процессе измене¬ 
ния, может быть представлена как сумма постоянной величины а 
и бесконечно умаляющейся величины а: 

.іс=а + а, 

то постоянная величина а есть предел переменной х. 

Это потому, что из (2) следует (1). 

§ 81. Предел функции. 

Если и — функция нескольких аргументов: 

и = ф(х, у,.... г), 

то когда аргументы изменяются, изменяется и функция и. 

Тот предел, к которому стремится функция 

и — ф(х,у . г), 

если ее аргументы стремятся соответственно каждый к своему пре¬ 
делу а, Ь . с, обозначается так: 

11 т ф(х, у ,... ,л). 

х-*а,у-+Ъ, г-+с 

Вообще же, чтобы показать, что требуется найти предел какого- 
нибудь математического выражения, поступают так: данное выра¬ 
жение заключают в скобки, перед которыми ставят символ Ііш; 
внизу этого символа указывают, чему равен в пределе каждый 
аргумент. 

8 * 
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Поэтому, если надо найти, например, предел выражения 

хАгѴ у г 
х*-\-у 2 


в предположении, что 

1іт* = а, Нт у — Ь, Ііт г = с, 


то пишут так: 


Нпі 

х^а,у-+Ь, г-+с 


( 


х+Ѵуг\ 

* 2 + У 2 I * 


Но для сокращения письма часто пишут и так: 


Ііт 


х + |/ \г \ 

Г 


удерживая пределы аргументов только в уме, но явно не обозначая их. 

Как фактически вычисляются пределы математических выражений, 
будет показано в следующей главе. 


§ 82. Заключение. 

1. Определение. Постоянная величина а называется пределом 
переменной величины дг, если модуль разности между ними в процессе 
изменения переменной величины становится и остается, начиная с не¬ 
которого момента, меньше всякой наперед заданной положительной 
величины. 

Иначе, постоянная величина есть предел переменной величины, 
если разность между ними есть бесконечно умаляющаяся величина. 

2. В течение процесса своего изменения переменная величина 
может принимать, но может и не принимать значений, равных пре¬ 
делу. Но даже и в том случае, когда переменная величина дг, прибли¬ 
жаясь к своему пределу а , никогда не принимает значений, равных а , 
все-таки принято говорить, что х в пределе равно а . 

3. Если переменная величина, приближаясь к своему пределу, 
остается всегда больше (меньше) его, то говорят, что переменная вели¬ 
чина приближается к своему пределу справа (слева). 

4. Если 

х = а-\-а 

и если а служит пределом для х , то а — бесконечно умаляющаяся 
величина. Обратно, если а бесконечно умаляется, то а — предел х . 

5. Теоремы: 

1) Переменная величина может иметь только один предел. 

2) Пределы равных величин равны. 

3) Предел постоянной величины равен ей самой. 

4) Бесконечно умаляющаяся величина есть величина, предел которой 
равен нулю. 



ГЛАВА ОДИННАДЦАТАЯ 


ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ О ВЫЧИСЛЕНИИ ПРЕДЕЛОВ. 

В предыдущей главе мы установили понятие предела и некоторые 
его основные свойства. Теперь мы докажем так называемые основные 
теоремы о пределах. 

Говорить о пределе переменной величины, согласно определению 
этого понятия, можно только тогда, когда переменная величина нахо¬ 
дится в некотором процессе изменения. Но именно потому, что про¬ 
цесс изменения необходим, мы обыкновенно не будем на него указы¬ 
вать и вместо полного и точного выражения: „предел переменной 
величины, находящейся в некотором процессе изменения - будем гово¬ 
рить кратко: „предел переменной величины*, подразумевая, что если 
речь идет о пределе величины, то тем самым величина должна мыс¬ 
литься в процессе изменения. 


§ 83. Теорема о пределе алгебраической суммы. 


Предел алгебраической суммы равен сумме пределов слагаемых. 
Пусть 


и = -± . .. ± г. 


Если х, у , ... у г изменяются, то изменяется и сумма их и. 
Предположим, что х, у у ... , г изменяются, стремясь каждый к свое¬ 
му пределу, а именно пусть: 

1\тх=а , \іту=Ь, ... , Іітг=с. 

Рассмотрим, к какому пределу стремится в таком случае сумма а . 
Полагая 

х — а = а, у— Ь = , г — с = у, 

имеем равенства 

х=в + а, у = Ь-\-$ . г = с- (-у, 

где а, р, ... , у как разности между переменными величинами и их 
пределами бесконечно умаляются. 

Складывая эти равенства, найдем, что 

Полагая на время 

<і =■ Ч 3 и Ь —1— ... Ч— с у 

$ = 

имеем 

и — (і — і. 
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Но как сумма бесконечно умаляющихся, 5 есть бесконечно умаля¬ 
ющаяся величина, а потому 

Ііт и — й у 

т. е. 

Ііт (+ х-т- у -т-г = -Ь а -4- & 4- ... 4- с г 

или 

Ііт (±х±у + .. . іп-) = лг Итл^ ііт>± ... ±1іт г. 

Теорема доказана. Как простое следствие ее получаем теорему: 

Предел алгебраической суммы постоянной величины и пере¬ 
менной равен сумме постоянной величины и предела переменной. 

Следовательно, требуется доказать, что если с — постоянная вели¬ 
чина, х — переменная величина, то 

Ііт (с ±: х) =^ + 1іт х. 

Но эго прямо вытекает из предыдущей теоремы. В самом деле, как 
мы знаем, постоянную величину всегда можно условно рассматривать 
как такую переменную величину, которая принимает равные между собой 
значения, а потому ее предел равен ей самой. Имеем 

Ііт (с + х) = Ііт с 4^ Ііт х = с + Ііт лг, 
и теорема доказана. 

§ 84. Теорема о пределе разности. 

Предел разности двух переменных величин равен разности 
их пределов. 

Требуется доказать, что если х и у — две переменные величины, то 
Ііт (.ѵ — у) = Ііт х — Ііту. 

Но это прямо следует из теоремы о пределе алгебраической суммы, 
потому что всякую разность мы всегда можем рассматривать как ал¬ 
гебраическую сумму. 

§ 85. Теорема о пределе произведения. 

Предел произведения равен произведению пределов сомножи¬ 
телей. 

Следовательно, требуется доказать, чго если х, у % ... , г — пере¬ 
менные величины, то 

Ііт (г -у ... г) — (Ііт лг) (Ііт^у) ... (Ііт г). 

Мы сначала докажем эту теорему только для случая двух сомножи¬ 
телей. 

Пусть х и у — две переменные величины, а и Ь —их пределы. 

Ііт х = а у Ііт у = Ь. 

Полагая 

х — а = я, у — 1> = 

имеем: 

х = а+а, у = Ь | р, 
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причем а и 3 как разности между переменными величинами и их пре¬ 
делами суть величины, бесконечно умаляющиеся. Перемножая равен¬ 
ства (1), получаем 

ху = аЬ 4- а$ + да + а{5. 
которое можно переписать в такой форме: 


ху — аЬ — 8, 

(2) 

8= а$ 4- Ья 4- ар. 

(3) 


Нетрудно убедиться, что 4 есть величина, бесконечно умаляющаяся 
В самом деле, в правой части (3) мы имеем сумму трех слагаемых. 
Но первое слагаемое аф как произведение постоянной величины а на 
бесконечно умаляющуюся величину р есть величина, бесконечно умаляю¬ 
щаяся. 

На том же основании второе слагаемое да как произведение по¬ 
стоянной величины Ь на бесконечно умаляющуюся величину а есть 
тоже величина, бесконечно умаляющаяся. 

Наконец, третье слагаемое оф как произведение двух бесконеч о 
умаляющихся величин тоже бесконечно умаляющаяся величина. Сле¬ 
довательно, величина 3 как сумма бесконечно умаляющихся величин, 
сама есть величина, бесконечно умаляющаяся. Теперь равенство (2) по¬ 
казывает, что разность между переменной величиной ху и постоянной 
величиной аЬ есть величина, бесконечно умаляющаяся. Следовательно, 

1і т(ху) — аЬ. 

Вспоминая же значения а и Ь, мы получаем равенство: 

Нт (ху) = (Ііт х) (Ііт у), 

которое показывает, что предел произведения двух сомножителей ргівен 
произведению пределов сомножителей. 

Таким образом, теорема доказана для случая двух сомножителей. 
Докажем теперь ее для произведения трех сомножителей. Пусть 
х 3 , х 2 , х 3 — переменные величины. Произведение их мы всегда можем 
представить как произведение двух сомножителей. Для этого достаточно 
написать равенство: 

дг і дг а дг і = ( д: Л) дг з 

и рассматривать правую часть как произведение сомножителя (х х х г ) 
на сомножитель х г Согласно доказанной теореме имеем: 

Ііт (х 3 х 2 х э ) = Ііт (х, х 2 ) • 1 іт х 3 , 

причем по доказанному же 

Ііт (х 3 л 2 ) = Ііт х 2 -Ііт х 2 , 


а потому окончательно 

Ііт (х 1 х 2 х 3 ) = (Іітх 3 ) (1ітх 2 ) (Ііт 

и теорема доказана для трех сомножителей. 


( 4 ) 

ПО 



Пусть теперь мы имеем произведение четырех сомножителей. Пишем: 
х,х 2 х 3 х 4 = (х г х г х 3 )х і 

и, рассматривая правую часть как произведение двух сомножителей, 
имеем: 

Нго (лг^Гз т 4 ) = Нго (х г х 2 х г )' 1[т Х 4 ' 

Принимая же во внимание (4), получаем: 

Иго (х^ 2 х 3 х 4 ) = (Ііт х г ) (Нт х г ) (Ііго лг 3 ) (Нго х 4 ), 

и теорема доказана для четырех сомножителей. 

Подобным же образом мы докажем ее для пяти сомножителей, по¬ 
том для шести и т. д. 

Таким образом, мы можем считать, что теорема справедлива для 
всякого числа сомножителей. Как частный случай ее отметим следую¬ 
щую теорему: 

Предел произведения постоянной величины на переменную ра¬ 
вен произведению постоянной величины на предел переменной. 

Пусть а — постоянная величина, х — переменная. Требуется доказать, 
что 

Иго (а»х) = а-1\тх. 


Но это очевидно. Рассматривая условно постоянную величину а 
как переменную, мы имеем: 

Нго (а*) = (Ііго а) (Ііго лг) = а • Ііт х у 


так как предел постоянной равен ей самой. 

Теорема доказана. Как частный случай ее имеем: 


потому что 


Ііт (— х) = — Пт х , 
— х = — 1 • х. 


§ 86. Предел обратной величины. 

Величина — называется величиной, обратной величине х. 

Теорема. Предел величины, обратной данной величине, равен 
величине, обратной пределу данной величины, при условии, что 
предел данной величины не равен нулю. Следовательно, всегда 


и 1 1 

Нт — = --, 

х 11т х 


если Ііт хфО. 

Очезидно, почему необходимо ограничительное условие, что Ііт х фО. 
Если оно не соблюдено, т. е. если Пт д: = 0 Э то теорема теряет смысл, 
так как тогда в правой части (1) в знаменателе стоял бы нуль. 

Пусть 

Іітл; = а, аф 0. (1) 


Требуется доказать, что 

Нт — 
к 


а 


( 2 ) 
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Предел а может быть или положительным, или отрицательным. Пред¬ 
положим сначала, что а]>0, и пусть т — какое-нибудь положительное 
число, меньшее числа а . Мы знаем (§ 74, стр. 111), что, начиная 
с некоторого момента, 

*>ш. (5) 


Будем рассматривать процесс изменения х> только начиная с этого 
момента. 

Чтобы доказать (2), надо доказать, что разность 1-1 беско¬ 

нечно умаляется. Имеем 


откуда 


1 1 _ а — х 

ха ах ' 


1—1 

х а 


і х ~ а 1 

а\х\ 


Принимая во внимание (3), получим неравенство 


\_ 

х 


<— \Х — а 1. 

а-т' 1 


Правая часть как произведение постоянной величины — на беско¬ 
нечно умаляющуюся | х — а | есть бесконечно ума/іяюиіаяся величина. 
Следовательно, и левая часть бесконечно умаляется, а потому 


Ига — — 


х 


1 


(4) 


и теорема доказана, если а]>0. 

Но если а< 0, то 

Ііт (— х) = — а, 


и —а>0, а петому по доказанному 

Ііт— 1- = 
— х 


а ’ 


откуда следует (4), и теорема окончательно доказана. 


§ 87. Теорема о пределе частного. 


Предел частного, если предел делителя не равен нулю, 
частному пределов делимого и делителя. Следовательно, 

„ х Нт* 

Нт —=-— 
у Ііт .у 


равен 


при непременном условии, что Иту^=0. 
Имеем: 

л: 1 

--- =—*. 

У У 
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Применяя теоремы о пределах произведения и обратной величины, 
имеем 

х Л. 1 \ ѵ Нт х 

Пт — = ( Ііт — ) (Пт х) = --. 

У \ У } Пт у л 

§ 88. Теорема о пределе степени. 

Предел рациональной степени переменной величины равен сте¬ 
пени предела основания. 

Пусть * — переменная величина. Требуется доказать, что 

Ііт (х т ) = (іітх)'*, (1) 

где т — какое угодно рациональное число. 

Предположим сначала, что т — целое положительное число. В таком 
случае мы можем представить степень как произведение: 

х т = хх»х ... х-х } 

и, применяя теорему о пределе произведения, имеем: 

\т(х т ) = (Іітх)-(іішх) ... (Іітх). 

Но это есть равенство (1), а потому теорема доказана для случая це¬ 
лого и положительного показателя. 

Пусть теперь т — положительное дробное число, а именно пусть 



где р и ^ — уже целые положительные числа. Полагая 

имеем 

уЧ = х р . 

Пишем, что предел левой части равен пределу правой части: 

Ііт (у*) = Ііт (хР). 

Но р и ц —целые положительные числа, а потому согласно только что 
доказанному 

(ііга^у)? = (Іітх)Р, 

откуда 

а 

Ііту — (Ііт х)ч. 

Заменяя же^уего значением, получаем: 

И 2- 

1іт(лг?) = (1іт х)ч,. 

и теорема доказана для всякого рационального положительного пока¬ 
зателя. 

Пусть теперь показатель т равен какому угодно рациональному 
отрицательному числу. Полагая 

т =— п, 
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где п — уже положительно, и замечая, что по доказанному 

Нш (х п ) = (Пт х ) п , 


мы последовательно имеем 

Ііт л;"* = Ііт —„ 
х п 


1 1 

Ііш (х п ) (Игл х, п 


= (Нппг)* я , 


т. е. и в этом случае 


1іт(л т ) = (Ііт л:) 7 ”. 


( 2 ) 


Таким образом, теорема справедлива и при отрицательном показа¬ 
теле. Остается только доказать, что она справедлива и в том случае, 
когда показатель равен нулю. 

Но если показатель равен нулю, то справедливость теоремы непосред¬ 
ственно проверяется. В самом деле, если ді = 0, то равенство (2) обра¬ 
щается в равенство: 

Ііш (дс°) = (Ііш х )°, 

т. е. в равенство 

Ііш 1 = 1, 

что вполне справедливо. 

Следовательно, теорема справедлива при всяком рациональном пока¬ 
зателе. Как следствие из нее получаем теорему: 

Предел корня равен корню из предела подкоренного количества. 
Для доказательства достаточно заменить действие извлечения корня 
действием возвышения в дробную степень. Вообще имеем: 

Нш Ух” = 1іт (х") = (1ішл:) “, 

т. е. _ 

Ііт Ух т = {?'(1іт х) т . 


§ 89. Знак переменной величины и ее предела. 

Зная знак предела переменной величины, мы можем судить и о знаке 
самой величины. В самом деле, пусть 

Нш х = с (1) 

и пусть х = с-\-а. (2) 

Как разность между переменной величиной и ее пределом величина 
а есть бесконечно умаляющаяся величина. Предположим, что с не равно 
нулю. Так как модуль бесконечно умаляющейся величины, начиная 
с некоторого момента, становится и остается менее всякой наперед за¬ 
данной положительной величины, то, принимая \с\ за наперед заданную 
величину, мы заключаем, что, начиная с некоторого момента, 

1«1<М- 

С этого Момента сумма с-\-а имеет тот же знак, что и с, потому 
что знак суммы двух слагаемых одинаков со знаком того слагаемого, 
модуль которого больше. Но 

лг = с + а. 
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Следовательно, начиная с некоторого момента, х имеет знак, одинаковый 
со знаком с . Получаем теорему: 

Если предел переменной величины не равен нулю, то, начиная 
с некоторого момента, переменная величина принимает только зна¬ 
чения, по знаку одинаковые со знаком предела. 

Следовательно, если предел переменной величины положителен, то 
и переменная величина, но крайней мере начиная с некоторого момента, 
положительна. Если же предел отрицателен, то и переменная величина, 
начиная с некоторого момента, отрицательна. 

Эта теорема геометрически очевидна. 

Мыслим переменную величину х и ее предел изображенными 2 точ¬ 
ками. Если точка с лежит справа от точки О, начала координат, то точка 
х } бесконечно приближаясь к с } необходимо, начиная с некоторого мо¬ 
мента, будет находиться справа от О. Если же точка с лежит слева от 
Оу то, приближаясь к ней, точка х % начиная с некоторого момента, 
будет слева от О. Иными словами, это значит, что, начиная с некото¬ 
рого момента, х будет положительным или отрицательным, смотря по 
тому, положительно или отрицательно с . 

Теорема . Предел положительной величины положителен или 
равен нулю; предел отрицательной величины отрицателен или равен 
нулю. 

Пусть попрежнему 

1ІШ х = с. 

Если х положителен, то с не может быть отрицательным, потому 
что, если бы с было отрицательно, то по предыдущей теореме и х 
должен быть, по крайней мерс начиная с некоторого момента, отрица¬ 
тельным. Но если с не может быть отрицательным, то с положительно 
или нуль ѵ Следовательно, если.0, тоиІішлг^О. Первая половина 
теоремы доказана. 

Если же лг<0, то по предыдущей теореме с не может быть поло¬ 
жительным. Следовательно, или с<0, или с = 0. Вторая половина 
теоремы доказана. 

Легко видеть, что и действительно возможны положительные вели¬ 
чины, пределы которых не положительны, а равны нулю. В самом деле, 
мы видели, что величина х может бесконечно умаляться, принимая 
только положительные значении; но в таком случае 

Пт х = 0. 

Следовательно, возможны положительные величины, пределы которых 
равны нулю. Поэтому в общем случае о положительной величине можно 
только утверждать, что предел ее или положителен, или нуль, но нельзя 
утверждать, что он обязательно положителен. 

§ 90. Неравенства в пределе. 

Неравенства играют весьма выдающуюся роль в анализе, где без 
них не обходится почти ни одно доказательство. 

Теорема . Неравенство в. пределе или сохраняется, или обра¬ 
щается в равенство. 
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то 


Требуется доказать, что если 

*<у, (О 

Іітлг^ііту. (2) 

Доказательство. Из (1) следует, что 

у — х>0, 

и так как предел положительной величины положителен или равен нулю, то 

Ііш {у — х) ^ 0. 

Применяя теорему о пределе разности, получаем 

Ѵіту — Ііш 0, 

откуда немедленно же следует (2). Теорема доказана. 

Пусть читатель твердо запомнит эту теорему. Он сейчас не может 
составить даже самого приблизительного предста¬ 
вления о неизмеримом значении этой простой тео¬ 
ремы. 

Теорема. Предел отношения синуса беско¬ 
нечно умаляющейся дуги к самой дуге равен 
единице: 

Ііш -= 1. 

х-*0 X 

. Строим окружность радиуса ОА = 1 (черт. 69). 

Пусть АБ — дуга*. Строим отрезки ВС и АО , 
изображающие зіп* и 1§х. Геометрически очевидно неравенство: 



откуда 


зіп х < * < *, 


^ ^ ЗІП * 

зтлг<Глг<-. 

созлг 


Делим на положительную величину зіп лг. Направление знака нера¬ 
венства не изменится. Имеем 

і<— < —. 

ЗШЛГ СОЗЛГ 


Предполагаем, что лг->0. По только что доказанной теореме 

Ііш 1^ Ііш 5*-!—. 

зіпл: Ііш созлг 


Но предел постоянной равен ей самой. Геометрически очевидно, что 

ІІШ С05 * = соз 0 — 1, 

а потому 

І^ІІГП— ^ 1. 

ЗІП X — 
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Крайние члены равны, а потому окончательно 

Нт — = 1. 

*_»о 5‘П* 

Из неравенства (1) мы получили равенство. 

§ 91. Общая теорема о пределе. 

Мы доказали ряд теорем о пределе, а именно теоремы о пределах 
суммы, разности, произведения, частного, степени и корня. Нетрудно 
все эти теоремы объединить в одну. 

Вспомним, что алгебраическими действиями называются следующие 
действия: сложение, вычитание, умножение, деление, возвышение в по¬ 
ложительную степень и извлечение корня, и пусть х, у, . . . , г — какие- 
нибудь данные переменные величины. Если мы над ними произведем 
одно какое-нибудь алгебраическое действие, то получим некоторую новую 
величину, которую обозначим через и. 

Предположим, что х, у, , , , г изменяются, стремясь каждый к 

своему пределу, а именно пусть 

Ііш х = а, \\ту = Ь, Пш г —с. 

В таком случае и тоже будет стремиться к некоторому пределу, 
который обозначим через й: 


Ііга и = й. 

Доказанные теоремы о пределах позволяют нам написать такую таб 
лицу; 


если 

и=--х-\-у + г. 

то 

II 

а 

+ 

я 

ѵ =х — у 

я 

(1 = а — 

п 

* 

II 

а 

я 

й = аЬс % 


X 


а 

9 

и=- — 

У 

0 

*=Ъ' 

Л 

и = х т 

я 

(I = а т 


т — 


. т ■ - 

» 

и — у х 

» 

сі — уа 


Рассматривая внимательно эту таблицу, мы убеждаемся в справедли¬ 
вости такой теоремы: 

Если переменная величина и получается в результате только 
одного алгебраического действия над данными переменными вели¬ 
чинами х, у .г, то, чтобы получить предел величины а, надо 

над пределами а. Ь, ..., с данных переменных величин произвести 
то же самое алгебраическое действие, с помощью которого полу¬ 
чена величина и . 

Или иначе: 

Производя одно и то же алгебраическое действие над данными 
величинами х, у, ... ♦ г и над их пределами а, Ь, ..., с, мы полу¬ 
чим новую величину и и ее предел й. 
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При этой формулировке все время неявно предполагалось, что соот¬ 
ветствующие действия можно произвести, Следовательно, предполагалось, 
что все пределы конечны и что в случае деления делитель не равен 
нулю. 

§ 92. Предел алгебраического выражения. 

Пусть имеем какое-нибудь алгебраическое выражение, например такое: 


х ѵг 

и = -. 

х-гУ г * 


Выведем правило для вычисления его предела. 

Чтобы получить величину алгебраического выражения, надо над его 
аргументами произвести ряд алгебраических действий. 

Пусть х у у, . . г — аргументы данного выражения, а, Ь у ,..,с — 
их пределы. 

Если мы будем над х, у, ..., 2 н над а, Ь у ... , с производить одно 
за другим ряд одних и тех же алгебраических действий, то, как мы 
только что видели, после каждого действия мы будем получать новую 
переменную величину и ее предел. Следовательно, и в результате мы 
получим величину данного математического выражения и ее предел. Это 
дает нам следующую теорему: 

Чтобы найти предел алгебраического выражения, надо над 
пределами его аргументов произвести те же действия, с помощью 
которых составлено данное алгебраическое выражение. 

Согласно этой теореме, если, например, 

х 4 у^уг 

и —- 

1+2 2 

и если х у у, 2 имеют пределы а % Ь , с: 

\ітх — 1іту-=і, Нт г — с у 


то, чтобы получить предел и у надо над а у Ъ % с произвести те же дейст¬ 
вия, которые производятся над х, у у г для получения и . Очевидно, для 
этого надо составить из с, Ь % с такое же алгебраическое выражение, 
какое составлено из х, у , г. 

Но для этого достаточно в данном выражении для и заменить х, у ,2 
через а, Ь у г, а потому мы имеем: 


Игл и — 


а +і/ Ьс 

1 + с 2 


и получаем правило: 

Чтобы найти предел алгебраического 
аргументы заменить их пределами. 

Согласно этой теореме имеем, например, 


выражения, 


/* 2 + ѵУ*\_ 2 2 -Ь 3 ,8*_4 + 4 1 

\ ху І~ 2-8 ~ 16 


надо его 


При выводе этой теоремы предполагалось, что нигде не должно произ¬ 
водиться деление на нуль. Поэтому, если при применении этой теоремы 
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встретится деление на нуль, то это покажет, что теорему нельзя при¬ 
менять. В таком случае, прежде чем применять теорему, стараются пре¬ 
образовать данное выражение так, чтобы деление на нуль не встречалось. 


§ 93. Предел монотонно возрастающей величины. 

Переменная величина, находясь в данном процессе изменения, может 
стремиться или не стремиться к некоторому пределу. Так, например, 
если точка х колеблется все время между точками а и Ь % то ее абсцисса 
не стремится ни к какому пределу. 

Мы увидим в дальнейшем, что часто бывает очень трудно решить от¬ 
носительно величины, находящейся в некотором процессе изменения, 
стремится ли она к какому-либо пределу или не стремится. Поэтому 
заслуживает внимания следующая теорема, дающая возможность утвер- 
нсдать о существовании предела, по крайней мере для некоторых процессов 
изменения переменных величин. 

Теорема . Всякая ограниченная сверху монотонно возрастающая 
величина имеет некоторый предел. 

Пусть х — такая величина и М (черт. 70) — изображающая ее точка 
на оси абсцисс. Так как х по условию теоремы монотонно возрастает, 
то точка М движется по оси слева направо. Пусть Я— произвольно 
взятая точка на той же оси и N — ее абсцисса. 

-_ Р . Возможны только два предположения: или точка 

х N х при своем движении вправо рано или поздно 
Черт. 70. достигнет точки Р и перейдет через нее, или же 

точка х никогда не достигнет точки Я, оставаясь 
все время слева от нее. В первом случае мы назовем точку Я достижи¬ 
мой, во втором случае — недостижимой. 

Легко видеть, что должны существовать точки, которых точка М 
при своем постоянном движении вправо никогда не досіиінег. Дейст¬ 
вительно, предположим, что таких недостижимых точек нет, т. е. пред¬ 
положим, что с какой бы как угодно большой абсциссой N мы ни 
взяли точку Я, все-таки рано или поздно точка М перейдет через нее. 
Но с того момента, как точка М перейдет через Я, а потому будет 
находиться справа от нее, мы будем иметь неравенство 

(1) 


которое показывает, что х становится и остается, начиная с некоторого 
момента, больше всякой наперед заданной величины, т. е. показывает, 
чю х — бесконечно возрастающая величина, а не ограниченная. Но в 
теореме как раз сказано, что х — ограниченная ве- 

личина. Следовательно, все точки прямой не могут -— 

быть точками, достижимыми для точки х. Должны Че т ^ 
существовать и точки, не достижимые для нее. ** * 

Вообразим теперь, что все те точки, через которые при своем дви¬ 
жении точка М переходит, окрашены в красный цвет, а все недостижи¬ 
мые точки попрежнему остаются черными. Тогда вся прямая разделится 
на две части. Левая будет окрашена в красный цвет, правая же — в 
черный. Пусть С (черт. 71) — точка, делящая прямую на две эти части, 
и с — ее абсцисса. Следовательно, слева от С лежит красная часть, а 
справа — черная. Иными словзми, все точки слева от С достижимы, а 
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лежащие справа недостижимы. Отметим слева от С, как угодно близко 
к ней, точку р. Все точки, лежащие внутри интервала ( р , с ), красного 
цвета. В том числе того же цвета и точка р. Следовательно, она достижимая 
точка, а потому должен наступить момент, когда точка ЛТ, двигаясь 
вправо, перейдет через точку р. Начиная с этого момента, точка М 
будет находиться справа от /?. В то же время точка М не может перейти 
через точку С, потому что область, лежащая правее С, не достижима 
для нее. Следовательно, начиная с некоторого момента, точка х будет 
находиться внутри интервала (р у с). Но этот интервал мы могли взять 
как угодно малым, следовательно, точка х , хотя не может перейти через 
точку С, но в то же время может приблизиться и оставаться как угодно 
близко к ней. Но это значит, что с есть предел х . 

Итак, мы доказали, что существует число, которое служит пределом 
для х. Теорема доказана. 

Доказать эту теорему, не прибегая к помощи наглядного предста¬ 
вления, можно только опираясь на строгую теорию несоизмеримых чисел. 

§ 94. Заключение. 


1. Имеем теоремы: 

Предел суммы переменных величин равен сумме пределов слагаемых. 

Предел разности переменных величин равен разности их пределов. 

Пр заел произведения переменных величин равен произведению их 
пределов. 

Предел частного переменных величин равен частному их пределов, 
но только при непременном условии, что предел делителя не равен 
нулю. 

Предел рациональной степени переменной величины равен степени 
предела переметной величины. 

2 . Если предел переменной величины не равен нулю, то пере¬ 
менная величина, по крайней мере начиная с некоторого момента, 
имеет знак, одинаковый со знаком своего предела. 

Предел положительной величины положителен или равен нулю. 

Неравенства в пределе или сохраняются, или обращаются в ра¬ 
венства. 

3. Предел отношения бесконечно умаляющейся дуги к ее синусу 
равен единице: 

г 8ІП * 1 

Ііш -= 1. 

4. Всякая ограниченная сверху монотонно возрастающая величина 
имеет предел. 


9 


Курс математического анализа 
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ГЛАВА ДВЕНАДЦАТАЯ 


БЕСКОНЕЧНЫЕ ПРЕДЕЛЫ. ВЫРАЖЕНИЯ -і, — • 

О <х> 

Легко убедиться, что бесконечно возрастающие не имеют пределов. 
Действительно, предположим, что бесконечно возрастающая величина х 
имеет конечный предел а и пусть 

а = х— а. 

Как сумма бесконечно возрастающей величины х и постоянной — а 
величина а есть тоже бесконечно возрастающая величина, а потому, 
начиная с некоторого момента, она становится и остается более всякой 
наперед заданной положительной величины. Следовательно, она не может 
быть бесконечно умаляющейся величиной. Но, будучи разностью между 
переменной величиной х и ее пределом а , она должна быть бесконечно 
умаляющейся. Получается противоречие, которое показывает, что ни 
одна конечная величина не может быть пределом бесконечно возрастаю¬ 
щей величины. 

Так же легко убеждаемся, что и бесконечно убывающая величина не 
может иметь конечного предела, потому что если а —конечный предел 
бесконечно убывающей величины х л то разность 

а = х — а 

должна одновременно быть и бесконечно убывающей величиной и беско¬ 
нечно умаляющейся, что невозможно. 

Но математика всегда стремится получить возможность высказывать 
общие суждения, прибегая для достижения этой цели в случае нужды 
к введению новых понятий и символов. Так поступает она и в этом 
случае. Не имея пределов для бесконечно возрастающих и убывающих 
величин, она с помощью соответствующих определений создает их. 

§ 95. О символе бесконечности. 

Мы имеем понятие бесконечного. ГТоавда, это понятие нельзя при¬ 
знать за достаточно ясное и отчетливое. Но, каково бы оно ни было, 
пользуемся мы им очень часто и притом, что необходимо отметить, в 
самых разнообразных смыслах. Мы, например, постоянно говорим о бес¬ 
конечности пространства, о бесконечности времен и, о бесконечно про¬ 
должающихся процессах и т. д: 

И вот, чтобы получить возможность ввести понятие о пределах ве¬ 
личин, модули которых бесконечно возрастают, поступают так: 

Вводят символ формы 

оо 

как символ понятия бесконечного и называют его символом беско¬ 
нечности, или даже просто бесконечностью. 
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Если бы этот символ был назван не символом бесконечности, а ина¬ 
че, например повернутой восьмеркой, то, по всей вероятности, не воз¬ 
никало бы столько недоразумений и споров, сколько в связи с его на¬ 
званием возникает их теперь, потому что, под влиянием этого его назва¬ 
ния, с ним невольно связывают целый ряд идей и представлений, обычно 
мыслимых нами в связи с понятием бесконечного. Но это понятие весьма 
сложно и многообразно. И вполне естественно, что вся противоречивость 
философских взглядов на природу бесконечности была перенесена и в 
область математики. Между прочим, из тех свойств, которыми математи¬ 
ка для с оих целей условно налеляет символ бесконечности, часто пы¬ 
тались делать вывод о свойствах бесконечного вообще, в частности же — 
о свойствах бесконечности пространства и времени. Поэтому надо всегда 
твердо помнить следующее: 

Вводя символ формы оо и называя его символом бесконечности, 
необходимо в то же время тщательно избегать соединять с ним 
какие бы то ни были идеи и представления, которые обычно со¬ 
единяются нами с понятиями бесконечности. Надо соединять с ним 
только те идеи и представления, которые в дальнейшем мы сами 
условимся соединять с ним. 

Многие предпочитают рассматривать символ оо не как символ поня¬ 
тия бесконечного или чего бы то ни было, а просто как значок, как 
фигуру определенной формы, не долженствующую что-нибудь обозначать 
самостоятельно. Но по этому поводу заметим: 

Для математики совершенно не важно, рассматривать ли символ 
бесконечности как просто значок определенной формы или как 
символ чего-нибудь. Напротив, для нее чрезвычайно важно только 
одно: точно и отчетливо установить, в каких случаях и в каком 
смысле употребляется этот символ. 

Что же касается способа употребления символа бесконечности, то 
здесь мы имеем следующее простое 

Условие . Если х изменяется так, что модуль его бесконечно 
возрастает, то говорят, что х стремится к бесконечности, или что 
х имеет пределом бесконечность, и это записывают или так: 

Х—у ос, 

или так: Нпцс= оо. (1) 

После этого условия мы имеем право говорить о пределе как всякой 
бесконечно возрастающей величины, так и всякой бесконечно убывающей. 
Предел каждой из них равен бесконечности, потому что модуль каждой 
из них бесконечно возрастает. Но само собой разумеется, что, припи¬ 
сывая этим величинам бесконечность как предел, мы тем самым расши¬ 
ряем понятие предела. Запись (1) мы пишем уже не потому, что модуль 
разности х — с» умаляется, а только потому, что }х\ бесконечно воз¬ 
растает. Что же касается самой разности х —оо, то о ней не может быть 
и речи, потому что, как увидим, ее просто не существует. 

Обратим теперь внимание на то, что запись 

Пт х = оо 

указывает только на то, что \х\ бесконечно возрастает. Эта запись не 
Дает никаких указаний на тот закон, по которому при этом изменяется 
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сам х. Здесь возможны три случая, потому что величина, модуль кото¬ 
рой бесконечно возрастает, может принимать в процессе своего измене¬ 
ния или только положительные значения, или только отрицательные, 
или, наконец, те и другие. Так, например, если х последовательно 
принимает значения 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,..., 

то мы имеем первый случай. Если же х принимает одно за другим 
значения 

— 1, —2, —3, —4, —5, —6, —7,..., 

то мы имеем второй случай. Наконец, третий случай мы имеем, если х 
принимает, например, последовательно значения: 

+ 1, —2, 4 3, -4, +5, -6, +7, -8,... 


В каждом из этих трех случаев мы имеем право и должны написать, 
что 

Ііт х— оо, 

или что 


X —► оо, 


потому что в каждом из этих трех случаев \х\ бесконечно возрастает. 

Но очень часто бывает чрезвычайно важно знать, как, стремясь к 
бесконечности, изменяется х . 

Чтобы указать, что х стремится к бесконечности, принимая 
только положительные значения, т. е. чтобы указать, что х беско¬ 
нечно возрастает, пишут: 

Ііт х = + ос, или х —► + 00 

и говорят, что х стремится к положительной бесконечности, или 
к плюс бесконечности. 

Чтобы указать, что х стремится к бесконечности, принимая 
только отрицательные значения, т. е. чтобы указать, что х беско¬ 
нечно убывает, пишут: 

1ітх = — оо, или х —►— оо 

и говорят, что х стремится к отрицательной бесконечности, или 
к минус бесконечности* 

Таким образом, мы вводим три символа: 

-)- оо, —оо и оо, 

называемых положительной бесконечностью, отрицательной бесконечностью 
и просто бесконечностью. Назначение первых двух — исключительно только 
указывать более точно, как изменяется х> стремясь к бесконечности. 
Поэтому, если написано равенство 

Ііш х = + оо (1) 

или равенство 

Ііш х = — оо, (2) 

тр э том и другом случае мы имеем право написать 

Ііт х = о©. 



Но равенство (1) указывает, что х % имея бесконечный предел, стре¬ 
мится к нему, принимая только положительные значения. Равенство же 
(2) показывает, что х стремится к бесконечности, принимая только от¬ 
рицательные значения. Поэтому ясно, что 

если 

Итлс = + оо, то Нт(— .*) = — оо, 

потому что если х принимает, стремясь к бесконечности, только поло¬ 
жительные значения, то — х принимает только отрицательные значения. 

Из трех символов оо, оо и —оо как самостоятельный символ 
мы будем рассматривать только первый. Что касается двух остальных, 
то их за самостоятельные символы признавать не будем, потому что в 
них знаки плюс и минус в сущности относятся не к символу оо, а к 
переменному. И действительно, в записях 

1ІШЛГ= + ОО, ІІШ X = — 00 (3) 

эти знаки должны указать, какие значения, положительные или отрица¬ 
тельные, принимает л:. Поэтому вместо (3) было бы даже целесообраз¬ 
ней писать, например, так: 

+ — 

1шіл: = оо, 1іт* = оо. (4) 

Но если бы мы ввели такие условные записи, то мы имели бы только 
один символ оо. Поэтому на символы -|- оо и —оо мы не будем смот¬ 
реть как на самостоятельные символы. 

Благодаря условию принимать символ оо за предел всякой величи¬ 
ны, модуль которой бесконечно возрастает, этот символ в различных 
суждениях всегда появляется в связи с понятием числа, а потому посте¬ 
пенно привыкли и его относить к классу чисел, но только, в отличие 
от обыкновенных чисел, его стали называть бесконечным числом. Следо¬ 
вательно, 

символ бесконечности принято относить к классу чисел, но, в 
отличие от чисел в обычном смысле слова, его называют бесконеч¬ 
ным числом. 

Против того, чтобы символ бесконечности признавать числом, многие 
возражают. И, конечно, они вполне правы, если мы, называя символ 
бесконечности числом, будем в то же время соединять со словом .число 4 ' 
его обычный смысл. Но когда мы символ бесконечности уславливаемся 
называть бесконечным числом, то тем самым мы расширяем понятие числа, 
приписывая слову „число* рядом с прежним его смыслом новый смысл. 
Здесь мы поступаем совершенно точно так же, как и с символом, назы¬ 
ваемым нулем. По существу, конечно, нуль не есть число, но так как 
мы с ним постоянно встречаемся в связи с понятием числа, то оказалось 
целесообразным и его отнести к классу чисел. Точно так же и с сим¬ 
волом оо мы постоянно встречаемся в связи с понятием числа, а потому 
и его, как и нуль, целесообразно отнести к классу чисел. Правда, при¬ 
бавление прилагательного .бесконечное* 1 может повести к недоразуме¬ 
ниям, но против обычая, прочно укоренившегося, трудно бороться. 

Но если символ бесконечности относить к классу чисел, то естест¬ 
венно возникает вопрос: нельзя ли ввести также и понятие о действиях 
над ним? В этом направлении были произведены многочисленные по¬ 
пытки, но вез они ни к чему не привели, кроме ряда противоречий. 
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Для избежания всяких недоразумений метематика была прину¬ 
ждена отказаться раз навсегда от определений каких-либо действий 
над символом бесконечности. 

Следовательно, нельзя символ бесконечности складывать, или пере¬ 
множать, или делить как на самого себя, так и на любое число. Поэтому 
такие выражения, как, например, 


не являются в сущности математическими выражениями. Это просто ри¬ 
сунки из математических знаков без всякого математического содержания. 
Нельзя, например, спрашивать, чему равно произведение нуля на беско¬ 
нечность. Можно только спросить, чтб в математике условилась разуметь 
под выражением 0 оо. На этот же вопрос можно дать вполне точный 
ответ: никакого такого условия нет, а потому и нельзя говорить о про¬ 
изведении бесконечности на нуль. 

Геометрические образы часто помогают отчетливо представлять себе 
иногда очень сложные соотношения между весьма отвлеченными понятия¬ 
ми. И вот можно указать простой геометрический образ, с помощью 
которого символ бесконечности естественно включается в ряд действи¬ 
тельных чисел, а тем самым естественно получает и название числа. 


§ 96. Окружность Неймана. 

Изображение чисел точками на прямой страдает тем недостатком, 
что самую прямую мы не можем ясно и отчетливо представить перед 
собою всю как цельный геометрический образ. В конце концов прямую, 

не продолжающуюся, а продолженную в обе 
стороны в бесконечность, мы можем только 
мыслить, но не представлять. Этот недоста¬ 
ток устраняется, если мы будем изображать 
числа точками не на прямой, а на окруж¬ 
ности. 

Построим окружность С, касательную к 
оси абсцисс в начале координат. Эту ок¬ 
ружность назовем окружностью Неймана. 
Точку, диаметральную точке О, обозначим через О' (черт. 72). 

Пусть х — данное число. Строим точку М с абсциссой х. Проводим 
прямую О'ЛТ, Она, кроме точки 0\ пересекается с окружностью в не¬ 
которой единственной точке <?, которую назовем точкой, соответствую¬ 
щей точке Л1, или проекцией точки М на окружность С. Точка ф на¬ 
зывается неймановским изображением числа. 

Ясно, что какое бы число х мы ни взяли, ему будет соответствовать 
единственная точка на окружности, которая будет лежать на правой или 
на левой ее половине, смотря по тому, положительно х или отрицательно. 
Между прочим, если мы отметим на оси абсцисс точки, абсциссы ко¬ 
торых— целые числа, и спроектируем их на окружность, то получим 
неймановские изображения целых чисел (черт. 73). 

При таком способе изображения всякое число изобразится точкой 
на окружности, но при этом не все точки окружности будут исчерпаны. 
Точка О' остается свободной Ее примем за геометрический образ 
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бесконечного числа , т. е. символа сх>. И вот теперь вся окружность 
покрыта числами-точками. Справа от диаметра ОО г лежат образы поло¬ 
жительных чисел, слева — образы отрицательных чисел. Эти две области 
разделяются точками 
О и 0\ которые изо¬ 
бражают два чи¬ 
сла,— нуль и бес¬ 
конечное. Относи¬ 
тельно нуля мы 
раньше условились 
не считать его ни 
положительным, ни 
отрицательным, а 
нейтральным. Есте¬ 
ственно и бесконечное число считать тоже нейтральным . Если теперь 
число х изображается точкой ф на окружности (черт. 74), то ясно,что 
если точка М будет уходить все дальше и дальше вправо, то точка будет 
все ближе и ближе подходить к точке О г . Точно так же ф будет при¬ 
ближаться к 0\ если точка М будет уходить в бесконечность, двигаясь 
влево. Вообще ясно, что если \х\ бесконечно возрастает, то ф неогра¬ 
ниченно приближается к 0\ Но эта точка О г изображает символ оо, 
а потому само собой напрашивается ранее принятое условие считать оо 
пределом всякой величины, модуль которой бесконечно возрастает. 

Если теперь одновременно с числом М 
рассматривать изображающую его точку (?, 
то записи: 




ІІГП X — оо, или 

оо 

(») 

Итх = -\-оо я 

X —► —|— оо 

(2) 

Ііш х = — оо „ 

X—у — оо 

(3) 


получают простое геометрическое толко¬ 
вание. Запись (1), указывая, что точка (} 
бесконечно приближается к О', ничего не говорит о том, с какой 
стороны происходит это приближение. Но запись (2) уже точно указы¬ 
вает, что ф приближается к О' справа. Напротив, запись (3) указывает, 
что точка ф должна приближаться к О г слева. 

Мы видим, что самостоятельным символом является только один сим¬ 
вол оо. Символы же -|-оо и —оо не могут считаться таковыми. 


§ 97. О выражениях ^ и 

До сих пор деление на нуль есть для нас невозможнее действие. 
Понятие о символе бесконечности позволяет расширить понятие о деле¬ 
нии и на случай делителя, равного нулю. Пусть 


н пусть х бесконечно умаляется. Имеем 


ІУІ = 


М 
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В правой части знаменатель бесконечно умаляется, принимая только по¬ 
ложительные значения. Следовательно, |у| бесконечно возрастает, а потому 

Ііту = оо. 

Получаем теорему: 

Если переменная величина х имеет пределом нуль, то обратная 
ей величина — имеет пределом оо. 

Поэтому мы вправе написать, что 


11т — = оо. 
х —> О X 


(I) 


Вспомним теперь, что еще раньше мы доказали, что 


Нт — = 


х 


1 

11т х' 


( 2 ) 


Но доказали это только в предположении, что 11тх^=0. Поэтому в том 
случае, когда х—-*■(), мы не вправе применять это рэвенство. Но посмот¬ 
рим, что даст нам эго равенство, если мы применим его, предполагая, 
что х бесконечно умаляется. Получим: 


11т - 

х-*0 X 


О • 


(3) 


Так как мы не имели права применять равенство (2), то мы и получили 
в правой части выражение —, которое пока не имеет для нас никакого 

математического содержания. Но именно потому, что выражение ~ пока 

не имеет никакого математического содержания, мы и можем вложить 
в него такое содержание, какое пожелаем. 

Определение . Условимся частное от деления единицы на нуль 
принимать равным бесконечности: 

1 

- = оо. 


До этого условия выражение — не имело никакого смысла. Оно было 

неопределенным выражением. Теперь оно стало определенным выраже¬ 
нием. 

Вернемся опять к выражению 


У 


1 . , 1 
*• ы= м 


(О 


и предположим, что 1ітл; = оо. Следовательно, \х\ бесконечно возра¬ 
стает, а потому \у\ бесконечно умаляется, т. е. 


Нт — = 0. 

х 


( 5 ) 
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X -» со 



Но если в этом случае мы воспользуемся равенством 

і- 1 1 

,га х \ітх' 

которое по существу не имеем права применять, то получим равенство 

’ и 1 1 

* оо 

где в правой части стоит неопределенное выражение. Сравнение его 
с (5) естественно приводит нас к новому определению. 

Определение. Частное от деления единицы на бесконечность 
принимаем равным нулю: 

— = 0. 

оо 

Теперь выражение ^ становится для нас из неопределенного уже 
определенным выражением. 

Но заметим, что об умножении оо на нуль пока не было никакой 
речи. Поэтому из того, что 


нельзя заключить, что 0-оо= I. 

Выражение 

0-оо 

пока для нас остается неопределенным. Увидим, что таким оно и оста¬ 
нется навсегда. 

§ 98. Предел алгебраического выражения при бесконечных 

пределах аргументов. 

Пусть требуется найти предел выражения 

5х + 2 ’ 

предполагая, что х стремится к бесконечности. Введем новую величину 
полагая 

1 1 

2 > *= — . 


Тогда после простых вычислений найдем, что 

2*4-/і + х 2 2 + /гй+Т 
5я 2 5 -|- 2г 

Когда х стремится к оо, то г бесконечно умаляется, а потому пре¬ 
дел левой части при х —»*оо равен пределу правой части при г — р-0: 

2* + /Г+Р 2 4- 

нт -=—-—7:- = Ііга — = ■ , — --. 

х-роо 5 аг-(- 2 в —» о 5-\-2г 
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Но к правой части можно применить теорему о пределе алгебраиче¬ 
ского выражения. Делая это, найдем 


Ііт 

X -+сс 


2х + ]/ г 1 +* 2 
Ъх + 2 


3^ 

1Г“ 


Так, как мы поступили в этом случае, поступают всегда, а именно: ' 

Если некоторые аргументы алгебраического выражения имеют 
бесконечные пределы, то, чтобы вычислить предел алгебраического 
выражения, заменяют каждый аргумент, имеющий бесконечный 
предел, обратной ему величиной. 


Пусть, например, требуется вычислить предел выражения 
(2л4-1)(Зл + 2) ( 4/2 + 3) 

(2л — 1) (Зл — 2) (±л — 3) 

при л—>со. Разделим каждую скобку на л. Тогда числитель и знаменатель разде¬ 
лятся на одно и то же число л 3 , от чего значение выражения не изменится. 
Имеем: 


( 2л+1)(Зл + 2) (4л + 3) 

(2л — 1) (Зл — 2) (4л-3) 

Полагая теперь получим: 


( 2 +4Н 3 Ч)( 4 Ч) 

( 2 Ч)( з -7)( 4 -4)' 


(2л + I) (Зл 4- 2) (4л + 3) _ (2 + г) (3 + 2*) (4 4- 3*) 
(2л— 1) (Зл —2) (4л — 3)(2 — г) (3 — 2*) (4 — 32)’ 


н так как предел правой части при г — >0 равен единице, этому же равен и 
предел левой части при л —> оо. 


99. Заключение. 


1. Символ оо, называемый символом бесконечности, принимается 
за предел всякой переменной величины, модуль которой бесконечно 
возрастает. 

2. По определению 


После этого определения равенство 


1іішс = 


1 

Нт х 


всегда имеет смысл. 

3. Если х бесконечно возрастает, то пишут 

Ііш а: = —(— оо, или х — >-|-ос. 

Если же х бесконечно убывает, то пишут 

Ііт х = —оо, или х —у — оо. 

Символы 4*°° и — оо, называемые положительной и отрицатель¬ 
ной бесконечностью, не имеют самостоятельного значения. 



ГЛАВА ТРИНАДЦАТАЯ 


НЕОПРЕДЕЛЕННЫЕ ВЫРАЖЕНИЯ И ИХ ИСТИННЫЕ 

ЗНАЧЕНИЯ. 

Когда мы вводим понятие о каком-нибудь новом действии, то почти 
всегда оказывается, что это действие, согласно своему первоначальному 
определению, может быть произведено не над всеми числами, а только 
над числами некоторых вполне определенных классов. Но при этом также 
оказывается, что первоначальное определение очень часто может быть 
обобщено, т. е. дополнено или видоизменено так, что действие стано¬ 
вится возможным и над теми числами, над которыми согласно перво¬ 
начальному определению оно не было возможно. 

Хорошим примером такого постепенного обобщения служит понятие 
о степени. По первоначальному определению 

а т = а- а* а...а- а. 

Пока мы твердо держимся только этого определения, возвышение в сте¬ 
пень возможно только в случае целого и положительного показателя. 
Но, как известно, понятие о степени может быть постепенно обобщено 
так, что при положительном основании показателем может быть любое 
действительное число. 

Однако, несмотря на все обобщения, почти всякое действие остается 
невозможным над некоторыми числами. Так, Например, деление на нуль 
невозможно. Правда, опираясь на понятие о пределе, мы условились 
принимать, что 

1 


После этого условия деление единицы на нуль становится определенным 
действием. Но деление нуля на нуль, как было, так пока и осталось 
для нас неопределенным действием. 

Точно так же и всякое алгебраическое действие над символом бес¬ 
конечности пока для нас является неопределенным действием, потому 
что, вводя понятие об этом символе, мы в то же время не определили 
ни одного действия над ним. Поэтому каждое из выражений: 

О оо 

_ о.оо, 00-00 

пока для нас является неопределенным выражением. Такими же являются 
и выражения: 

0 е , 0 * 00 °, I е0 . 

Мы теперь рассмотрим, нельзя ли с помощью новых соответствующих 
определений вложить в некоторые неопределенные выражения вполне 
определенный математический смысл. 
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§ 100. Неопределенное выражение» 

Неопределенным выражением называется всякое выражение, 
содержащее указание действий над числами, над которыми эти 
действия не определены или невозможны. 

Строго говоря, всякое неопределенное выражение, например такое: 

оо°+0°, 

даже не есть математическое выражение, а только рисунок из матема¬ 
тических знаков. 

Как не имеющие сами по себе никакого математического смысла 
неопределенные выражения не могут и никогда не появляются самостоя¬ 
тельно, изолированно от других выражений. Они всегда являются в связи 
с выражениями, содержащим» переменные величины. 

Переменные величины, входящие в состав математического выражения, 
мы назвали его аргументами. Выражение может иметь смысл не при 
всяких значениях аргументов. 

Те значения аргументов, при которых данное математическое 
выражение принимает неопределенный вид, называются точками 
неопределенности выражения. 

Так, например, выражение 

х 

Л „ о „ 

при х—О и у = 0 принимает вид Поэтому мы скажем, что точка 

дг = 0, у = 0 есть точка неопределенности этого выражения. 

Всякое выражение игіеет точками неопределенности все те зна¬ 
чения аргументов, среди которых есть хоть одно, равное беско¬ 
нечности. 

Так, например, выражение 

*М-у* 

х+У 

неопределенно при х=2 иу^-ос. Это потому, что до сих пор мы 
не определили ни одного действия с бесконечным числом. 

§ 101. Истинные значения выражений в точках 
неопределенности. 

Выражение может заключать один или несколько аргументов. Мы 
ограничимся рассмотрением выражений, в которые входит только один 
аргумент. 

Математическое выражение может иметь предел в точке неопределен¬ 
ности. Так, например, точка. л; = 1 служит точкой неопределенности для 
выражения 

1 — Ѵх 

1 — X * 
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Но так как 1 —х = (\-\-у^х)(\ — у'х ), следовательно 


а потому 


1 —/Г 1 
1 —х ~~ \-\-Ух 


Іігп 

х-+1 


1 — |/ X 
I - X 


1 

2 * 


* 


Определение. Если математическое выражение /(х) имеет пре* 
дел в точке неопределенности с, то этот предел называется истин¬ 
ным значением выражения в точке с, и это истинное значение 
обыкновенно обозначают так: 


і/ми* 

Например, точка х = 0 есть точка неопределенности для выражения 

о 


Но, как известно, 


51П X 

ІШ1 -= 1. 

х->0 X 


Следовательно, истинное значение выражения 
единице. Обыкновенно это записывают так: 


5ІП X 


при лг = 0 равно 



= 1 . 


До определения мы должны были говорить, что выражение (1) не 
имеет никакого значения при х = 0. После определения мы имеем право 
утверждать, что при х = 0 это выражение имеет значение, равное еди¬ 
нице. 

Предыдущее определение имеет силу и в том случае, когда выраже¬ 
ние принимает неопределенный вид при бесконечном значении аргумента. 
Например, выражение 


х — а 
х -)— Ь 


( 2 ) 


принимает неопределенный вид при х=оо. Но так как 


следовательно 


х—а 
х —|- Ь 



Іігп 

*-+оо 


х — а 
х + Ь 




а потому выражение (2) имеет при лг = оо истинное значение, равное 
единице. Вообще: 
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Если выражение /( х ) имеет предел при х—+ оо, то этот предел 
принимают за истинное значение выражения при х—оо 9 которое 
обозначают или так: /(оо), или так: [/(*)]* = ос- 

Следовательно, 

х — а 

х-\-Ь 

Постараемся найти согласно этому определению истинное значение 
выражения а х при х=ос. Как известно, если д>1 и если х беско¬ 
нечно возрастает, т. е. если х стремится к бесконечности, принимая 
только положительные значения, то 

Ііта Л * = -[-ос при а>1. 

Х->-Ь'ЭО 

Но если х стремится к бесконечности, принимая только отрицатель¬ 
ные значения, то 

1\ша х = 0 при а>1. 
со 

Таким образом, функция а х обладает весьма замечательным свойством: 
тот предел, к которому стремится а х , когда х стремится к ос, зависит 
от того закона, по которому х при этом изменяется. 

Но если х будет, стремясь к бесконечности, принимать то положи¬ 
тельные, то отрицательные значения, например такие: 

4*1, — 2, -{- 3,— 4,-(-5, — 6, 4" 7,— 8,..., 

то а х будет принимать то очень большие, то очень малые значения, а 
потому будет колебаться, но не будет стремиться ни к какому пределу. 
Следовательно, а х не имеет предела при х— ^ сс, а потому а х не имеет 
никакого значения при х = оо. Вообще 

выражение /(х) имеет истинное значение при дг = ос только 
в том случае, когда /( х ) стремится к одному и тому же пределу, 
по какому бы закону х ни изменялся, стремясь к бесконечности. 

Но очень многие выражения, подобно а А , имеют пределы, когда 
х бесконечно возрастает. Так же они имеют пределы, хотя уже и другие, 
когда х бесконечно убывает. Поэтому оказывается полезным ввести такое 

Определение . Если выражение /(*) имеет предел, когда х бес¬ 
конечно возрастает, т. е. когда стремится к бесконечности, прини¬ 
мая только положительные значения, то этот предел называют 
истинным значением выражения в точке -|-х) и обозначают или 
так: /(-(-ос), или так: [/(*)]*м*- 

Если выражение /(дг) имеет предел, когда х стремится к бес¬ 
конечности, принимая только отрицательные значения, то этот 
предел называют истинным значением выражения в точке —оо 
и обозначают или так:/(— ос ), или так: [/(л)]* = - оо • 

Следовательно, по определению 

Н+ ІХ >)= Пт /( х ), /(— ос)= Пт /(х). 

ДГ-* + СО х—> — эс 

Конечно, это определение имеет смысл только в том случае, когда 
выражение имеет предел. Если же его не существует, то и выражение 
не имеет никакого истинного значения в точке неопределенности. 
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Согласно этому определению, если а^> 1, то а х имеет истинное зна¬ 
чение как при х = -)-оо, так и при х = —ос, а именно: 

4~СО . —00 . , 

а = -{-ос, а =0, а^> 1, 

потому что 

Ііш а х —[— с»с*, Іігп а х = 0. 

дг -> -I- эо х —> — оо 

Но выражение а ж не имеет никакого истинного значения. 


§ 102. Правые и левые значения выражения. 

Если с — точка неопределенности выражения /(х), то истинным его 
значением мы назвали тот предел, к которому стремится /(х), когда 
х стремится к с: 

\А х )\х-с~ Нт/(.ѵ). 

X —*• С 


При этом неявно предполагалось, что /(х) стремится к одному и тому 
же пределу, по какому бы закону х ни приближалось к с. 

Но х может стремиться к с по весьма различным законам. Между 
прочим, х может приближаться к с справа или слева. В первом случае 
в течение всего процесса х^>с, во втором случае х с. И вот иногда 
оказывается, что /(х) имеет различные пределы в точке с в зависимости 
от того, приближается ли х к с справа или слева. Пусть, например, 

№= -г-, (1) 

1+а 


где а > 1. Полагая 


получим 



№ = 


1 

1 +а* 


( 2 ) 


Если х бесконечно приближается к с справа, то разность х — с бес¬ 
конечно умаляется, принимая только положительные значения. Следова¬ 
тельно, гг и а® бесконечно возрастают. Ясно, что правая часть равенства 
(2) имеет пределом нуль. Это запишем так: 

Ііш Дх) = 0. 

х -ус 4-0 

Но пусть х приближается к с слева, т. е. оставаясь меньше с . В 
таком случае разность х — с бесконечно умаляется, принимая только 
отрицательные значения. Следовательно, г бесконечно убывает, а потому 
а г стремится к нулю. Заключаем, что 

Ііш /(х) = 1 . 

х —> с — О 

Мы видим, что выражение (1) имеет в точке с различные пределы 
в зависимости от того, приближается ли х к с справа или слева. 
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Определение . Если выражение Дх) имеет в точке доопределен* 
ности с предел справа» то этот предел называется истинным пра~ 
вым значением выражения Дх) в точке с й обозначается так: 

І/С*)]* ^ с 4-0. 

Если выражение Дх) имеет в точке с левый предел» то этот 
предел называется его истинным левым значением в точке с и обо¬ 
значается так: 

[/(■*)]* = с — 0 * 


Следовательно» по определению 

[/(■*)] = Ига Дх), ГДх)] = ПтДх). 

I. \х^с±о х '* с +* I. \ х = с- о ~ с -° 

Таким образом, в точке неопределенности мы должны различать пра¬ 
вое значение и левое значение. 

Если выражение Дх) стремится к одному и тому же пределу 
по какому бы закону аргумент ее ни стремился к г» как к своему 
пределу» то этот предел называется просто значением выражения 
в точке с и обозначается так: \/(х)\ х = е . 

Эти определения применимы только тогда, когда существуют соответ¬ 
ствующие пределы. 


§ 103. Выражения -1- и . 

По существу выражение ~ принимает при х = 0 неопределенный 


вид. Но так как 


Ііш — = ое , 

х -*{) х 


значит это выражение имеет при х=0 истинное значение, равное 
бесконечности. Поэтому-то мы и условились принимать, что 

1 

Точно так же выражение — имеет истинное значение и прих=оо, 

X 

потому что 

Ііш — = 0. 

X —>00 Х 


В связи с этим мы условились принимать, что 

— = 0 . 

оо 


1 


Построим кривую, изображающую функцию у = — • Это будет ги- 

пербола(черт. 75). Мы знаем, и геометрически это очевидно, что если х 
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приближается к нулю справа, то у стремится к бесконечности, принимая 
только положительные значения. 

Но если х приближается к нулю слева, то у стремится к бесконеч¬ 
ности, принимая только отрицательные значения. Поэтому мы вправе 
написать равенства 


Пт -I = оо , (1) 

►о-ѵ-о * 


Пт— = — оо (2) 

► X 


и должны сказать, 


1 


что — в точ- 

X 

ке 0 имеет правое значение, рав¬ 
ное -(-оо, и левое, равное — оо. 

Но значит ли это по суще¬ 
ству, что имеет в этой точке 

два различных значения? Отнюдь 
нет. Есть только одно бесконеч¬ 
ное число. Символы-]- 00 и — оо 
суть не символы двух различных Черт. 75. 

бесконечных чисел, а символы 

одного и того же числа. Они употребляются только для указания 
того закона, по которому переменная величина стремится к беско¬ 
нечности. Таким образом, по существу равенства (1) и (2) обозна¬ 



чают одно и то же, а именно, 


1 

что истинное значение — 

х 


в точке 


х = 0 бесконечно. Но равенство (1), кроме того, указывает, что, стре¬ 
мясь к бесконечности, принимает только положительные значения, 
когда х приближается к нулю справа. Равенство (2) показывает, что 
принимает только отрицательные значения, когда х приближается к 

нулю слева. Символы-{-оо и —оо указывают не на различие самих 
пределов, а на различие законов Приближения к ним. 


§ 104. Тангенс прямого угла. 

Тангенс прямого угла бесконечен: 

*т вв0 - 

Но пусть х приближается к слева; в таком случае х < , а по¬ 

тому х находится в первой четверти; і&х все время положителен. Сле¬ 
довательно, когда х приближается к слева, то стремится к 

Л 

Ю Курс математического анализа 
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бесконечности, принимая только положительные значения. Но если х при- 
ближается справа, то и і%х стремится к бесконечности, 

принимая только отрицательные значения. Поэтому пишем: 

Ііш 1%х = -\- оо, Ііт 1%х = — оо. 

IX . 

Это значит, что в точке х = — левое значение тангенса равно + оо, 

а правое его значение равно — оо. 

Такой способ выражения не должен заставлять думать, что тангенс 
прямого угла имеет два значения. В действительности он имеет одно 
значение: 

і гс 

. іе т = оо. 

Но когда мы пишем 

1Меу= + « э или 2) = — ОС, 

то это значит только одно: равенство (1) показывает, что его мы полу- 

гс 

чили, заставляя х стремиться к слева, а равенство (2) показывает 

тг 

что оно получено, заставляя х стремиться к справа. 


•« Хоо 

§ 10э. Выражения а , 

Мы знаем, что если а>1, то 
Ига а* = -)- оо, 

X -+ + 00 


а _в °, ІО^О, 


Ит а* = 0. 

Х-* — ОО 




Поэтому если а > 1, то 


Пусть а <[ 1 

Имеем 


+ 00 —00 
а =-}- оо, а = 


и пусть 

Ь 


\_ 
а ' 


а 


1 

Т' 



и так как Ь > I, то легко убеждаемся, что 

Ііш 0 х = 0 , Ит а* « 4" оо , 

X ->4-оо *-> — оо 
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а потому, если а< 1, то 

& =. 0, й = —оо. 

Пусть с > 1 и пусть 

сУ = х, у = 1о&*. 

Если у бесконечно возрастает, то и х бесконечно возрастает. Но если 
у бесконечно убывает, то х стремится к нулю. Обратно заключаем: если 
х бесконечно возрастает, то и % у бесконечно возрастает; если х беско¬ 
нечно умаляется, то у бесконечно убывает. Следовательно, 

Ііт І0(г с х = -|- оо, Ііт \о% с х = — оо. 

х х -» О 

Согласно общему определению, принимаем: 

Если основание больше единицы, то 

1°8Г С 0 = — оо, І 08 ( -|- оо) = 4* ос- 

Теперь выражения Іо^О и 1о§ (-|- оо) стали для нас определенными 
выражениями. 


§ 106. О выражениях ^ 


Щ и 0-ос. 

ОО 


Исходя из первоначального определения деления, мы признали выра¬ 


жение - неопределенным. Несмотря на это, мы, конечно, 


могли бы с 


помощью нового определения приписать этому выражению раз навсегда 
какое-нибудь единственное значение, например, равное 5. Однако, легко 
убедиться,‘что такое условие было бы нецелесообразно. Действительно, 
чтобы найти то значение, которое было бы целесообразно приписать 

выражению ~ , естественный путь был бы такой: сначала взять отношение 


У 

х 


( 1 ) 


двух переменных и затем, предположив, что обе эти переменные стре¬ 
мятся к нулю, предел этого отношения принять за значение выражения 
О ^ 

—. Тогда, по определению, мы имели бы равенство: 



( 2 ) 


И вот из простых геометрических соображений становится очевидны 
невозможность такого определения. Действительно, полагая 


г 


_У 

* ' 


(3) 


предположим сначала, что хну стремятся к некоторым пределам, не 
равным нулю, а именно пусть 


ІО* 


Ііт х = а, Ил^=6, аф 0, Ьф 0. 


(4) 
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Построим точку Р с координатами (а, Ь), и пусть М —точка с координатами 
х и у, при изменении которых точка М будет перемещаться по плос¬ 
кости (черт. 76). * 

Ясно, что если хи у бесконечно при¬ 
ближаются к а и Ь у то точка М бесконечно 
приближается к точке Р . Но одновре¬ 
менно приближаться к своим пределам х 
и у могут по весьма различным законам. 
Это различие законов геометрически отра¬ 
жается в том, что точка М может прибли¬ 
жаться к точке Р по самым разнообраз¬ 
ным кривым. Пусть РИМ — одна из таких 
кривых. 



Черт. 76. 


Проведем из начала координат радиус-векторы ОР и ОМ; углы их 
осью X обозначим через а и ш. Имеем 


а, 


— = 
X 


(5) 


Ясно, что когда точка М бесконечно приближается к Я, то угол ш 
бесконечно приближается к а, а потому Іішо) = а, и, следовательно, 


Окончательно 


Ііш — = Пш І2 ш = а. 
х ■ 



( 6 ) 


и мы получили геометрическое доказательство теоремы о пределе част¬ 
ного. 

Равенство (6) замечательно тем, что оно показывает, что предел от- 
у 

ношения — зависит только от тех пределов, к которым стремятся х и у, 

но не от закона, по которому они при этом меняются. Геометрически 
это выражается тем, что для того чтобы написать равенство (6), доста¬ 
точно только знать положение точки Р, но нет 
необходимости знать кривую, по которой движется 
точка М. 

Однако, все это справедливо, пока а и Ь не 
равны нулю. Но пусть они равны нулю: 

1 ігох = 0, 1іш в у = 0. 

В таком случае точка М приближается к началу 
координат О. Черт. 77. 

Проведем через О прямую ОС} под произвольно 
взятым углом а к оси X и построим кривую ОМ , касательную к этой 
прямой в точке О (черт. 77). 

В пределе секущая ОМ совпадает с касательной, а потому из равен¬ 
ства 

— = 
х 
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следует, что 



Но угол а мы могли бы взять каким угодно. Видим, что, 
если числитель и знаменатель бесконечно умаляются, то предел 
их отношения вполне зависит от того закона , по которому они ме¬ 
няются, и может принимать различные значения . 

Отсюда следует, что выражению ~ нецелесообразно приписывать 

какое-нибудь значение, В различных случаях ему естественно приписывать 
различные значения. 

То же самое относится и к выражению . Ему было бы естест- 

ѵ 

венно приписать то значение, к которому стремится отношение —, когда 

ѵ 1 1 

и и ѵ стремятся к бесконечности. Но — и если и —* оо,ѵ —► оо, 

г и и ѵ 

то в правой части числитель и знаменатель бесконечно умаляются, а по¬ 
тому пределы правой части, а следовательно, и левой, вполне зависят от 
закона, по которому изменяются и и ѵ. Поэтому и выражению^ не яв¬ 
ляется целесообразным приписать раз навсегда какое-нибудь значение. 
Оно остается неопределенным выражением. 

Если теперь 

Іігая — О, Іішт/ — оо, 

то, с одной стороны, 

Ііт (л-^) = 0'ос, 


но, с другой стороны, 


1 

и>ѵ= и :-- , 
ѵ 


а потому 


1 іга(в-і>)=р , 


т. е. предел произведения и-ѵ зависит от закона изменения множителей, 
а потому выражение 0-оо признаем неопределенным, приписывая ему в 
различных случаях различные значения. 


§ 107. Заключение. 

В этой главе мы имеем следующие определения. 

1 . Истинным значением выражения /(х) в точке неопределенности с 
называется тот предел, к которому стремится /(*), когда х бесконечно 
приближается к с: 

[/(*)],=,= И шДх) 

Х-4С 

в предположении, что этот предел существует и не зависит от того 
закона, по которому х приближается к с . 
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Если же выражение Дх) имеет в точке с различные пределы в 
зависимости от того, как х приближается к с, то правым значением 
выражения Дх) в точке с называется тот предел, к которому стре¬ 
мится Дх), когда х стремится к с справа. Тот же предел, к кото¬ 
рому стремится Дх), когда х приближается к с слева, называется 
левым значением выражения /(дг) в точке с: 

[/Ш х ^ +0 = \\ѵл/(х ) , ♦ \/(х)\ х=с _ 0 = \іт/{х). 

х-+с- 1-0 х~+с—0 

2. Тот предел, к которому стремится Дх), когда х стремится 

к -+- оо, называется значением выражения Дх) в точке Тот 

предел, к которому стремится Дх), когда х стремится к — оо, назы¬ 
вается значением выражения в точке —■ оо . 

Если Дх) стремится к одному и тому же пределу, по какому бы 
закону х ни стремился к бесконечности, то этот предел называется 
значением выражения в точке оо. 

Согласно этим определениям имеем равенства: 

• /(оо) = Иш/(лг), 

А —>00 

/(-[-оо)= \т/(х), /(-оо) = Нт /(*). 

х—ъ (—|“ 0 с) х->{-эо) 

3. Из этих определений следует, что при а>1 и с^> 1 

= я -1 “ -оо; 1о^.(-|-оо) =-)-оо; 

^ = 0; а~ м — 0; Іо е ,(0 )=— ос; 

= — °) = ч-+0) = — 


ГЛАВА ЧЕТЫРНАДЦАТАЯ 


ПЛОЩАДЬ ТРАПЕЦИИ. 

Основными понятиями анализа мы назвали понятия числа, постоянной 
и переменной величин, функции и предела. Теперь, когда нами рассмот¬ 
рены наиболее существенные свойства этих понятий, мы можем перейти 
к приложению их к исследованию и решению различного рода вопросов 
и задач. 

Одной из задач, возникших при самом начале зарождения геометрии 
как науки, является задача о вычислении площадей различных геометри¬ 
ческих фигур. Мы и приложим в этой главе понятие предела к вычис¬ 
лению площадей некоторых фигур. 


§ 108. Площадь трапеции. 

Фигуру типа чертежа 78, т. е. фигуру, ограниченную снизу прямой ад, 
с боков — перпендикулярами к ней а А и ЬВ, а сверху — некоторой кри¬ 
вой АВ ,— такую фигуру, ввиду неко¬ 
торого ее сходства с обыкновенной тра¬ 
пецией, мы будем называть криволи¬ 
нейной , или кривой трапецией, а 

В 



а Ь 

Черт. 79. 


В 



часто просто трапецией , без всякого прилагательного. Отрезок аЬ на¬ 
зывается ее нижним основанием , сама кривая АВ — ее верхним осно¬ 
ванием) отрезки аА и ЬВ называются сторонами , или боками трапеции. 
В частном случае, когда кривая А В обращается в прямую (черт. 79), мы 
имеем обыкновенную трапецию. Элементарная геометрия ее основаниями 
называет отрезки аА и ЬВ, а отрезки аЬ и АВ называет ее сторонами. 
Следовательно, наша терминология противоположна терминологии элемен¬ 
тарной геометрии. 

Решим такую задачу: дана кривая трапеция аАВЬ, основанием ко¬ 
торой служит отрезок ад и которая сверху ограничена кривой АВ, поды¬ 
мающейся слева направо. Найти метод для вычисления этой площади 
(черт. 80). 

Поступим так: прямую, на которой лежит основание трапеции, при¬ 
мем за ось X ; перпендикуляр к ней в некоторой точке О — за ось V, 
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Взяв совершенно произвольно какое-нибудь целое число я, разделим 
основание ад на п равных частей. Точки деления, число которых на 
единицу меньше числа частей, обозначим буквами 

Х Ѵ Х 2* Х 3* • • • » 

Те же буквы нам будут служить и для обозначения абсцисс этих 
точек. Точно так же и буквы а и Ь одновременно обозначают и точки, 
и их абсциссы. 

Через Н обозначим общую длину тех равных частей, на которые 
разделено нами основание трапеции. Так как длина отрезка ад равна 
Ь —а, ясно, что 



Конечно, если мы будем менять я, то будет меняться и А. Из равен¬ 
ства (1) ясно, что чем больше п , тем меньше А. Если же мы вообразим, 
что число п бесконечно возрастает, то правая часть будет бесконечно 
умаляться. Следовательно, если л—*оо, то А—► (), что запишется так: 

ПшА =0. 

п -Н» 


Запомнив этот результат, будем пока считать л не переменным, а 
произвольно взятым целым числом. Полезно представлять себе его очень 
большим. 

В каждой из точек деления, обозначенных буквами х ѵ х. } , х 3 ,..., х п _ ѵ 
восставим перпендикуляр к основанию. Этими перпендикулярами вся тра¬ 
пеция разделится на п частей, которые мы будем называть полосками. 
Площадь всей трапеции обозначим буквой и без индекса, а площади поло¬ 
сок, в порядке их слева направо, обозначим так: и ѵ и 2 , и ѵ •••, л л , 
т. е. той же буквой л, но с индексами. 

Ясно, что площадь и всей трапеции равна сумме площадей всех 
полосок: 


и = и 1 -\-и г -\-и і ^\ - 

Поэтому если бы мы сумели вычислить площадь каждой полоски, 
то, взяв их сумму, мы тем самым вычислили бы и площадь всей трапе¬ 
ции. Но очевидно, что вычислить площадь какой-либо 
полоски так же трудно, как вычислить площадь всей 
трапеции, потому что каждая полоска, в свою очередь, 
есть тоже некоторая кривая трапеция. 

Метод современной математики основывается на 
том , что , как оказывается , понятие предела дает 
возможность избежать вычисления площадей самих 
полосок через замену каждой полоски некоторым 
соответствующим ей прямоугольником . 

Возьмем какую-нибудь полоску, основанием которой 
служит некоторый интервал (х к% л; А+1 ) (черт. 81). 
Проведем через точку А к прямую, параллельную оси Х у до пересе¬ 
чения ее с ординатой х А+1 И А+ |. Получим прямоугольник х к А к В к + л х к + г , 
который назовем внутренним прямоугольником. Если же проведем 
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прямую В к 4 к + Л% параллельную оси X, через точку А к+І влево ло пересе¬ 
чения ее с продолжением ординаты х к А к , то получим прямоугольник 
х к В к А к + х х к+ІІ который назовем выступающим. 

Ясно, что для всякой полоски можно построить два прямоугольника: 
один внутренний, другой выступающий. 

Построим для всех полосок внутренние прямоугольники. Их площади 
обозначим через р ѵ /> 2 , •••, Р п > а С У ММ У их — через р : 


Р — Р\Л"Р% + • • • +/Ѵ 
Мы получим чертеж 82, из которого ясно, что 

и>Р , ( 2 ) 

т. е. что площадь всей трапеции больше суммы 
площадей всех внутренних прямоугольников. 

Если же мы для каждой полоски построим вы¬ 
ступающий прямоугольник, то будем иметь черт. 83. 
Обозначим площади этих выступающих прямоуголь¬ 
ников через ? 2 , •• • ,? л , а сумму их — через д: 

Ч — ЧіЛ-ЧгЛ - ѴЧп • 

Из чертежа ясно, что 


«<?• 

(3) 

р<и<д. 

(4) 


Поэтому если мы будем знать р и д, то, хотя 
через это мы еще не будем знать самой площади 
и, но все-Таки будем знать, в каких границах она 
заключена. 

Теперь естественно поставить такой вопрос: если 
принять и=р или и = д , то какая ошибка будет 
сделана нами при этом? 

Оказывается, что эту ошибку легко подсчитать, 
если не точно, то приблизительно. Из (4) следует, 
что так как и<^д, то 


ч~р<Ч—р- 

(5) 

Следовательно, принимая и—р, 

мы делаем 

ошибку, меньшую разности 


д—р. 

(6) 




И вот выясняется замечательный факт: чтобы вычислить эту разность 
совершенно нет никакой необходимости вычислять р и д в отдельности. 
Чтобы убедиться в этом, достаточно соединить чертежи 82 и 83 в один, 
т. е. изобразить внутренние и выступающие прямоугольники на одном 
и том же чертеже. Сделав это, получим черт. 84, на котором заштри¬ 
хованы первый внутренний прямоугольник р х и последний выступающий 
д п . Основания всех прямоугольников равны одной и той же величине А, 
л-й части отрезка оЬ . Легко теперь видеть, что первый выступающий 
прямоугольник д Л и второй внутренний р 2 имеют одну и ту же высоту 
х г А 19 а потому # 1 =/? 2 . 
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Точно так же второй выступающий прямоугольник д 2 равен третьему 
внутреннему прямоугольнику р 3 , потому что у них одна и та же высота. 

Вообще ясно, что всякий выступающий прямоугольник равен приле¬ 
гающему к нему справа внутреннему, потому что высоты их равны. Сле¬ 
довательно, в суммах 

Я = <7і + Яг + Яг + ‘ • * + Я п -г I- Я п -і "1“ Я п 
и 

Р=Р\ + Л+Л* 4“ • ■ • + /Ѵ 2 ^Рп-1 + Рп 


слагаемые оказываются таковы, что 


а потому 


Я і — Рч'у Яч — Р$\ Яп—2 — Рп-Яп-Л Рп * 
Я Р~Я п Ру 


(7) 


Как мы сказали, чтобы знать разность ^ — р, нет никакой необхо¬ 
димости вычислять р и у. Эта разность равна разности между последним 
выступающим прямоугольником и первым внутренним. 

Все предыдущие рассуждения справедливы, каково бы ни было п. 
При этом геометрически ясно, что чем больше я, тем меньше площади 
Я п и Рѵ 

Вообразим теперь, что п бесконечно возрастает. Тогда геометрически 
очевидно, что и р 1 при этом умаляются. Чтобы это было вполне 
ясно, обозначим через / ординату точки Л, а через /'—ординату точки в. 
Тогда 

= я п = ен. 

Но если п —*оо, то Л—*0 и, следовательно, 

1 ітр 1 = 0, 1 іт< 7 л = 0, 

а потому из (7) имеем 

Ііш (у — р) = 0. 

Но, как мы видели, 

и-р<ч-р. 


( 8 ) 

О) 


Когда п меняется, стремясь к бесконечности, то и остается постоянным, 
но р меняется, притом так, что, согласно (8) и (9), 


откуда заключаем, что 


т. е. 


Ііш (и — р) — 0, 
и — Іішр *= 0, 
и — \\тр. 


( 10 ) 


Так как из (8) следует, что Ііт^ = 1ітр, имеем также 

и = Нт?. (11) 


Равенства (10) и (11) дают теорему: 

Площадь трапеции равна пределу суммы внутренних прямоуголъ* 
ников, а также пределу суммы выступающих прямоугольников при 
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условии, что число равных частей, на которые при построении 
прямоугольников делится основание трапеции, бесконечно возра¬ 
стает: 

ц = Ишр = Ишд- 

Н а этой теореме и основывается Следующий современный метод вы¬ 
числения площадей: разделив основание трапеции на п равных частей, 
вычисляют или сумму р внутренних прямоугольников, или сумму ^ вы¬ 
ступающих. После этого, предполагая, что п бесконечно возрастает, ищут 
предел одной из этих сумм, который и даст площадь трапеции. 

Рассмотрим пример на приложение этой теоремы. 


На параболе 


§ 109. Площадь параболы. 


у =х- 


( 1 ) 

отметим произвольно точку М, координаты которой обозначим через а 
и Ь (черт. 85). Опустив из М перпендикуляр на ось X , получим фи¬ 
гуру ОМа , площадь которой обозначим через и . Вычислим эту плонадь. 

Делим точками х ѵ х 2 , . х п ^ от¬ 
резок Оа на п равных частей. Если к — 
длина каждой части, то ясно, что 



к = 


а — к-п % 


( 2 ) 


х 1 — к\ х 2 - 2к; х 3 = 3к; . ..; 

1)Й. (3) 

Во всех точках деления х 1У х 2У ..., х п _ л восставим ординаты, кото¬ 
рые обозначим через у ѵ у 2 , ..., у„^, и построим выступающие прямо¬ 
угольники. Обозначив сумму их через 5, имеем 

5 = Ну г -\-Ьу 2 -\-Ну 3 -\- ...4 НЬ. (4). 


Из (1) следует, что 

ѵ і» ^2 — ~ 2 » Уз 
Принимая во внимание (3) и (2), имеем 


Уі= х Ь Уі*= х ѵ Уз^Ч’ •••; Уп- л= х 1-ѵ Уп — Ь = а 2 . 


Уі=к 2 ; у 2 = 2 2 .Н 2 ; . ѵ 3 = 3 2 -А 2 ; . ..; у я .^ = (л- 1)Ѵ; у п = Ь = п*Н\ 


а потому 

5=А 5 {іЧгЧзЧ ••• + («-1) 2 + я 2 }. (5) 

Вычислим сумму в скобках, которую обозначим через а: 

а = 1 2 ^2 2 + 3 2 -)- ... + (л— 1) 2 + л 2 . (6) 

Для этого воспользуемся равенством 

(а_|_ 1) 3 =аЗ_|_з а 2 _|_ 3а + і. 
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' Это равенство верно, каково бы ни было а. Заменим в нем а по¬ 
следовательно сначала числом 1, потом 2, затем 3, 4, 5, ... и так 


далее до п включительно. 

Получим равенства 


2 3 = I 3 

4-.3-1* 

4-3-1 

+ 1 

З 3 = 2 3 

4-3-2* 

4-3-2 

4“1 

4 3 = 3 3 

4-3-3* 

-І-з-з 

4-1 

5 3 =4 3 

• 

•а 

4-3-4* 

. ^ . 

4-3-4 

_ о . _ 

+ і 


(л — 1 ) 3 = (п — 2) 3 —3 (л — 2) 2 -)- 3 (л — 2) -|- 1 
л 3 (л — 1 ) 3 -|- 3 (л — 1 ) 2 3 (л — 1) 1 


(п 1) 3 = л 3 +3л 2 +3л +1. 

Всего л равенств. Сложим их все, причем правые части будем склады¬ 
вать по столбцам*). 

В левой части получим сумму 

2 3 -}.З 3 + 4 3 -|- 5 3 + ... + (ч — I) 3 + л 3 + (л 4-1) 3 - 

В правой части первый столбец даст сумму 

1 3 _1_ 2 3 + 4 3 4- 5 3 + .. . 4- (я — I) 3 4- п\ 

Рассматривая их, мы видим, что почти все члены их сокращаются. 
После сокращения в левой части останется только (/і 1 ) 3 , а в правой 

части от первого стслбца останется только 1. 

Второй столбец даст сумму За. 

Сумма чисел третьего столбца равна 

з [1 + 2 + з 4-... 4- (я-1)4-л] 

Последний столбец, очевидно, дает число л, так как всех равенств л. 
В результате получаем равенство 

(л + і) з = і+зо+ 3 * ( ;+Ч л, 

откуда 

3® = (я 4 - 1) 3 — (14 л) — -|я(я4-1) = 

= (л + 1)|(л+1) 3 -1— = 

_Л (л+1) (2л 4-1) 


*) Конечно, в буквальном смысле сложить равенства нельзя. Сложить данные 
равенства — значит сложить отдельно левые и правые их части н написать, что 
полученные суммы равны. 
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Следовательно, сумма квадратов первых п целых чисел опреде¬ 
ляется по формуле 

1»+2ЧзЧ .■■-Н«-1) а + я , = Я(Я - У Л+1) . (8) 

Например, по этой формуле 

1* + 2 г + 3 2 + 4 Ч5 г =!Ц^ = 55, 

что нетрудно проверить. 

Теперь из (5) и (8), так как А=—, имеем 

п 

о йЯ (*-И)(2л+1) 

6 а -6л»-* 


что можно представить в такой форме: 


5 


гюю 


(9) 


Но площадь и фигуры ОаМ есть предел этой суммы при л, стремя¬ 
щемся к оо. Так как ясно, что 


а 3 

1ііп$=?--1-2 = 

Л-.00 О 


а» 

Т 


а* 

следовательно «== —, или, так как а 2 = Ь, 

а-Ь 

и ~ 3 • . 

Мы вычислили площадь фигуры ОаМ. 


( 10 ) 


§ 110. Площадь, ограниченная кривой у=с*. 

Если то функция 

У = с* ( 1 ) 

изображается кривой, которая всеми сво¬ 
ими точками лежит выше оси X и 
монотонно подымается слева направо 
(черт. 86). 

Отметим на ней произвольно две точки 
А и В с абсциссами а и Ь и попытаемся х 

вычислить площадь и трапеции аАВЬ. 

Деіим основание на п равных частей 
точками х ѵ лг 2 , х Л ^\ діину каждой , 

части обозначаем через Н\ ординаты, соответствующие точкам деле¬ 
ния, — через у и у 2 , .. г Строим внутренние прямоугольники. Пусть 
5—сумма их площадей. Имеем: 

А = —, (1) 

п 



Уо=с а ; -Уі=г*'; 


Уп -1 
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и так как 


— й -)- А; Хд = ^ “1“ ^п- 1 — ^ Нг 

следовательно 

;'о = с*; Уі = с*+ Н ; у 2 =(?+* н \ ...; 

а потому 

5= ЛУо + А-Ѵі + *Уі + • - • + Л Л- 1 = 

= Л( с а_|_^і + А_).^+2/і.|. в . . +С в+ ^- 1 > Л ). (2) 


В скобках стоит 
равен с А , а потому 


геометрическая прогрессия, 
к (с а + пН — с а ) 


знаменатель которой 


5 = 


с н — 1 


и, так как из (1) следует, что 


а потому окончательно 


пк = Ь — а, 




( 3 ) 


Сумма площадей внутренних прямоугольников вычислена. Чтобы найти 
площадь и трапеции, нам надо найти предел этой суммы, предполагая, 
что п бесконечно возрастает. 

Но когда п бесконечно возрастает, то к бесконечно умаляется. 

Ищем же предел суммы 5, предполагая, что к—>0. Из (3) имеем 

к = Нт 5= (с ь — с а ) Нт . (4) 


Л-*0 


Мы видим, что задача о вычислении нашей площади свелась к сле¬ 
дующей задаче: найти предел выражения 


с н — 1 


(5) 


в предположении, что А бесконечно умаляется. 

Для этой цели преобразуем выражение (5). Вводим вспомогательную 
величину а. полагая 

а = с ь — 1. (6) 

Когда А —>• 0, го ясно, что на —►О, потому что 
Іітп а = Ит с* — 1 = с° —1—0. 

л -► оо л -* оо 

Заменим А в (5) его выражением через а. Из (6) имеем 

а-}-1=с\ 
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Логарифмируем это равенство, беря логарифмы по какому-нибудь осно¬ 
ванию, которое обозначим через А. Мы скоро воспользуемся тем, что 
это основание может быть выбрано произвольно. Из (7) имеем 


а потому 


Зная, что 


Л1о еа с = 1 °е^( 1 +®)> 

1о Ы1 ~4~а) 

I <*,* ’ 

* !<*,(!+.) т'^' + а> 

а н —\ а • \о% а с 1ое й с 

І02 Ы т — т І08 Ы, 


это равенство можно переписать в такой форме: 


А 


а к — 1 


1 


2 

+а)* • 


( 8 ) 


Пусть теперь А —► 0. Как мы видели, в таком случае а тоже стремится 
к нулю. В правой части стоит выражение 

(1 + а) 7 . ( 9 ) 


Оно меняется с изменением а, и если а —♦ 0, то оно будет стремиться 
к некоторому пределу. 

Тот неизвестный нам предел, к которому стремится выражение (9) 
когда а—+0, обозначим буквой е. Следовательно, 

Ііга (1 +а) т = е. ( 10 ) 


Теперь ясно, что так как выражение (9) в пределе равное, то из (8) 
следует, что 


Ііга 
н —► о 



1 


іог а е, 


и теперь из (4) мы имеем 

и = (с*-с*) 1 ^-. 

1 оёа с 


(И) 


Получается любопытный факт. В свое время основание логарифмов 
мы взяли произвольно. Но в левой части равенства (11) стоит площадь 
трапеции, которая, очевидно, не зависит от того, по какому основанию 
мы пожелаем брать основания логарифмов. Таким образом, оказывается, 
что хотя в правой части и находится А, но все же, если мы будем 
менять А> то правая часть не будет меняться. 

Так как А можно брать произвольно, то возьмем его равным как 
раз числу е , пределу выражения (10). Тогда из (11) получим: 


и = (с ь — с а )> 


1 

Іо г* с ’ 


потому что Іо%,е= 1 как логарифм основания. 
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Окончательный результат наших исследований формулируем так: 

Площадь • трапеции, ограниченной осью X, кривой у = с х и 
прямыми х = а и х= Ь, определяется по формуле 

и = -——, где е = Ііт (1 -|-а)Т (12) 

Іо^с а-^0 

Задачу о вычислении площади и нельзя еще считать вполне закончен- 4 
ной. Остается еще открытым вопрос, чему равно число е } т. е. остается 
открытым вопрос о пределе выражения 

(1 + а) т . < 13} 


Только когда будет вычислен предел этого выражения, мы можем 
считать нашу задачу окончательно решенной. 

Преобразуем выражение (13). Полагая 

ш=І; а = -і (14) 

а т 


имеем 


2 

(і -(-«>“ = 



(15) 


Из (14) ясно, что когда а—*-0, то т —»оо, а потому 


I / Г 

Ііт (1 —I— се) ® = Ііт (1 + — 

.-.О т->сс\ т 


и из (12) получаем: 



(16) 


Следовательно, для окончательного решения нашей задачи мы должны 
найти тот предел, к которому стремится выражение 



когда /я—► оо. Вычислению этого предела и посвящена следующая глава. 
Здесь же отметим, что задачу о вычислении площади кривой трапеции, 
ограниченной сверху кривой у = с*> мы поставили исключительно для 
того, чтобы показать, что решение некоторых задач требует знания 
предела выражения (17). 


§ 111. Заключение. 

Площадь трапеции равна как пределу суммы внутренних прямоуголь¬ 
ников, так и пределу суммы выступающих прямоугольников. 
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ГЛАВА ПЯТНАДЦАТАЯ 


ЧИСЛО е - 

В предыдущей главе мы встретились с вопро:ом о пределе выражения 



при т, стремящемся к бесконечности. Увидим, что решение очень многих, 
притом самых основных, задач требует знания предела этого выражения. 
Поэтому в этой главе мы подробно рассмотрим, как можно вычислить 
его. 

§ 112. Предварительные замечания. 

Всякое выражение типа 

1*2.3-4 ... (к — 2) {к — \)к 
называемся факториалом. 

Факториалом называется всякое произведение, сомножителями 
которого служат целые положительные числа в их натуральном 
порядке, начиная с единицы и кончая некоторым числом к . 

Так, например, каждое из произведений 

1-2, 1-2-3, Ь2-34.5-б-7 

есть факториал. Но из произведений 

Ь2-3-5.6 и 3-4.5.6 

ни одно не будет факториалом. Для этого в первом недостает мно¬ 
жителя 4, а второе начинается не с единицы. 

Факториалы принято сокращенно обозначать, выписывая только 
последний множитель и ставя за ним восклицательный знак. 

Следовательно, вообще 

1-2.3...(А? — 2) (Л — \)к = к\ 

Например, 

1! = 1; 21=1.2; 31 = 1.2-3 

и т. д. Часто оказывается также 4 полезно ввести символ 01, условно 
принимая, что 

01 = 1. 


Заметив это, рассмотрим формулу бинома Ньютона: 

(а + Ь) т = а" + та т ~Ч +- / ” ( '"Г 1) а п ~Ч? + ... 

1 * А 


т(т — \)(т — 2)...(« — Л+1) „ 
"‘ + 1-2-3 ... (А— \)к й 

Кур; математического анализа. 


(1) 




Все члены правой части, кроме первого, могут быть получены нз так 
называемого общего члена 

«И —1) (го —2) ... (/я —А+ 2) (/я —А 4- 
1-2.3 ... (к— \)к 


полагая в немА последовательно 1, 2, 3, го. При к = т получится 
последний член в форме 


го (го — 1) (го — 2) ... 3-2-1 
1 - 2-3 ... (и — 2) (го— 1 )т 


Ясно, что коэфициент при Ъ т равен единице, каким он и принят 
в равенстве (1). В дальнейшем мы его будем писать почти всегда 
в форме (2). 

Само выражение ^1 мы будем короче обозначать так: 



и будем называть го его аргументом. Этот аргумент может принимать 
любое действительное значение, кроме значения, равного нулю. В частном 
сіучае имеем 


к і = 





Наша задача — найти предел выражения (3), предполагая, что 
л» —► —|— оо. Но не всякое выражение, аргумент которого стремится 
к —оо, имеет предел. Так, например, если го—► -[-ое, то 5іп(го) не 
стремится ни к какому пределу. Поэтому прежде чем искать методы для 
вычисления пр дела выражения (3), необходимо убедиться, что этот пре¬ 
дел существует. Для достижения этой цели мы должны исследовать, как 
меняется значение выражения (3), когда его аргумент увеличивается, что, 
оказывается, не так просто. Действительно, когда го увеличивается, 
принимая положительные значения, то в выражении 

( і+ «) 

показатель увеличивается, а основание'уменьшается. От увеличения по¬ 
казателя само выражение тоже должно увеличиваться. Оно должно 
уменьшаться от уменьшения основания. В результате, выражаясь образно, 
за величину выражения (3) как бы борются в проіивоположных напра¬ 
влениях два влияния—показателя и основания. Одно стремится увеличить, 
другое -уменьшить. В результате совершенно не ясно, как будет меняться 
выражение (3), и пока не исключена возможность, что при возрастании 
аргумента т само выражение (3) будет то возрастать, то уменьшаться, 
т. е. будет колебаться подобно зіп го. Если бы оказалось так, то оно 
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не имело бы никакого предела. Поэтому мы начнем наши исследования 
с того, что сначала докажем, что выражение (3) имеет предел, и только 
после этого перейдем к вычислению его. 

§ ИЗ. Преобразование выражения • 


Чтобы исследовать, как это выражение меняется с изменением т ч 
естественно попытаться преобразовать его по формуле бинома Ньютона. 
Но так как это возможно только в случае целого и положительного показа¬ 
теля, то будем пока предполагать , что т может принимать только 

имеем: 


При таком предположении 

от(от — 1) ' 1 ' * 


1-2 


+ 


целые и положительные значения . 

(і+і) и -і+.(±). 

, от (от — 1) ... (от — А -Ь 1) / 1 У , . «(«— 1 )... 2-1 /1 Г 

.к \«/ "Г ” ,і_ 1-2. ..от \т) ' 


(і)+- 


1 -2-3 


причем последний член пишем так, как он получается нз общего члена 
при к = т. Легко замечаем, что 

-(*)-■ 

т от — 1 /_1\ 

т (от— 1) 1 от от \ от/ 

Ь2 т~ Ь2 1-2 ’ 

от от — 1 от— 2 А.\/|_ 

т (от— 1 )(от— 2) 1 _от от от _\ т I \ т I 

Г2^3 «з— ПУз 1.2-3 


и что вообще 

т (от—1)(от— 2)... (от— к-\-2)(т — I _ 


1-2-3 ... (Л— \)к 


т* 


т т — 1 от — 


от т 


-Л±1 

от \ от / \ от/ \ от/ 


12 3 ... * 1 - 2 - 3...6 

а пот °му ,_2 /,_!_\ /, __2 \ 


МК-ІХ 

к — 


1-2-3.4 




1-2.3... к 




+ 


И* 


1-2*3 ... (от— 1)от 


(4) 


(5) 

1КЭ 


• і < 



Последний член получится из (4) при к — т. 

Это равенство весьма удобно для исследования выражения и т . Мы 
видим, что в правой части число слагаемых равно т -|- 1. Следовательно, 
оно с возрастанием т тоже возрастает. 

Дадим в (5) символу т сначала одно какое-нибудь целое значение /?, 
а потом следующее за ним значение р- 1- 1. Получим: 



В первом равенстве на одно слагаемое меньше, чем во втором, Вто« 
рое слагаемое в равенстве (6) меньше второго слагаемого в равенстве (7), 
1 .1 1 

потому ЧТО 1 — — < 1 — р ' ЦІ ' і • 

Третье слагаемое равенства (6) меньше третьего слагаемого равен- 
ства (7). 

Обозначаем вообще через а л и Ь к слагаемые, стоящие на А*ом ме¬ 
сте в том и другом равенствах: 




1-2-3 ... * 


Знаменатели одни и те же, но каждый множитель в верхнем числи¬ 
теле меньше соответствующего множителя в нижнем числителе, а по¬ 
тому верхний числитель меньше нижнего. Следовательно, а к <іЬ к , т. е. 
каждое слагаемое в (6) меньше соответствующего слагаемого в (7). Так 
как, кроме того, в (7) лишнее слагаемое, следовательно т, е - 



1Г4 


каково бы ни было целое р. Таким образом 


(-!)'<(■+т)<('+ 4 )’<(' 



Заключаем: 

Если т возрастает, принимая только целые и положительные 
значения, то выражение 



тоже возрастает. 

Теперь спрашивается: может ли и т , возрастая, принимать как угодно 
большие значения? 


§ 114. Неперово основание логарифмов. 

Возьмем оцять равенство (5): 

Л | 1 Г ; | (*~«) , Р-^Н 1 -!) , 

' 2 • ' 1-3 1 ~ 1-2-3 


( 8 ) 


Числитель каждого члена правой части равенства, начиная со вто* 
рого, состоит из множителей, каждый из которых меньше единицы, 
Я потому каждый числитель тоже меньше единицы, Следовательно, если 
мы в правой части заменим каждый числитель единицей, то мы увеличим 
правую часть. Делая это, получим неравенство 


(і+±)‘ 

\ г т I 


< 2 +Т^о + 


1. 


1 


1-2 М-2-3 1 1-2-3 


Т4 + --- + 


1-2-3 


т 


( 9 ) 


Заменим теперь в знаменателях каждый из множителей через 2. Мы 
этим уменьшим каждый знаменатель, а потому увеличим, правую часть, 
Получим неравенство 


/ 1\ т 111 1 

( Н «) <2+ 2 + ? + Т" + ---+? Г: ' 1 - 


Но по формуле для суммы геометрической прогрессии имеем: 


Л __1 

А_ і _1 і , = 2_2^ 

2 ' 2 2 ' ’ ~ 2 т ~ 1 _ 1 

1 2 




а потому окончательно, при всяком т 



<з. 


( 10 ) 
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Следовательно, если т бесконечно возрастает , принимая только 
целые и положительные значения , то выражение 



тоже возрастает , оставаясь постоянно меньше трех } а потому это 
выражение есть величина, монотонно, но не бесконечно возрастающая ; 
как таковая она имеет некоторый конечный предел . 

Определение • Тот предел, к которому стремится выражение 


(*+і 


когда т бесконечно возрастает, принимая только це. 


лые и положительные значения, называется неперовым основааием 
логарифмов и обозначается буквой е. 

Следовательно, 


е— Ііш 
т -+-{■ оо 




причем в записи правой части подразумевается, что т у стремясь к бес¬ 
конечности, принимает только целые и положительные значения. 

При вычислении своих таблиц логарифмов Непер принял за основа¬ 
ние число, очень мало отличающееся от е . Поэтому то число е и назы¬ 
вается неперовым основанием логарифмов. 

Перейдем теперь к вычислению этого числа. 


§ 115. Вычисление числа е. 

Возьмем опять равенство (8): 



Чтобы вычислить предел правей части в предположении, что т —►ое, 
казалось бы достаючно применить к правой части теорему о пределе 
суммы. Но в данном случае нельзя итти этим прямым путем, потому 
что теорема о пределе суммы доказана только для тего случая, когда 
число слагаемых не меняется. В нашем же случае оно меняется, возра¬ 
стая вместе с т. 

# Но если нельзя итти прямым путем, будем искать око іьных путей. 

Постараемся преобразовать правую часть в (12) так, чтобы получить 
сумму с постоянным числом слагаемых, не меняющимся вместе с т . 
Этой цели можно достигнуть так: возьмем совершенно произвольно ка¬ 
кое-нибудь целое и положительное число р . Оно может быть взято как 
угодно большим. Но как бы оно ни оказалось велико, аргумент т , бес¬ 
конечно возрастая, становится и остается, начиная с некоторого мо¬ 
мента, больше его. Будем рассматривать процесс изменения только 
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с этого момента. Следовательно, будем в равенстве (12) считать, что 
и выпишем в правой части сумму только первых р слагаемых, а 
сумму остальных обозначим через Тогда получим равенство 


где 


(| | 1 Ѵ_п | . 

\ 1 + /и/ + 1-2 "т" 1 -2-3 

1.2.3...; Г**. 

С р 1-1)1 . + 


#*= 


+ 


н- 


(13) 


(Р + 2)! 

“Г ^ • 114 


Этим искусственным приемом мы достигли следующего: теперь в пра¬ 
вой части (13) число слагаемых одно и то же при всяком /гс, а потому 
к ней можно применить теорему о пределе суммы. Так как предел левой 
части равен е , а предал каждого числителя в правой части, очевидно, 
равен единице, то получаем 


1 2 + 2!+3[+4|3+ 


+5=тл+^+.,“■> < 15 > 


Остается еще вычислить 1іт/?, я Замечая, что в правой части (14) 
каждый числитель меньше единицы, имеем 


а ^ 1 I 1 I 1 1 4-1 

и (/>+!)! М/М-2)! "ЧР+ 3)! ^Г-^тГ 


ИЛ4 


#«< 


1 


+ 


1 


\-2 ...р(р + \) \ 2 ...р(р-\-\)\(р-\-2) 

, 1 

'"^\.2...р(рі-\)...т л 


+ • 


Вынося первое слагаемое общим множителем, получим: 

Я ^ 1 11 , 1 I _ 1 • , ,_ і_ _I 

т< ^(/>-И)!1 ^ р + 2^ {р+2)(р+Ъ)^' • - ^ (р+2)(р+Ъ) ... т\' 


В скобке каждый множитель в знаменателе заменяем через 2. От 
этого каждый знаменатель уменьшается, а потому правая часть увеличи¬ 
ться. Получаем: 




I I 


~С 2 'п-Г-Ч 
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Но 

1 + — + \ +- . 
2 2 2 


1 


1 —; 


,т-р 


чИ ~ р -Г 1 


1 —- 
2 


= 2 - 


— < 2 > 


а потому 


/?. 


т ^(Р - 1 - 1)1 


( 16 ) 


Из (14) ясно, что % т зависит от т и меняется вместе с т. По¬ 
этому весьма замечательно, что в правой части (16) это т пропало. 

При переходе к пределу неравенство может обратиться в равенство. 
Поэтому из (16) заключаем, что 


1іт/? га 


2 


= (/> Т 1)!' 


Будем предполагать, что р~>? 2. Тогда 

2 1 2 
(Р т 1)1 _ />! Р+ 1 


2 

Р + 1 
Р'- ' 


и, следовательно, 


Нт /?, 

т-юо 


т <р \' 


< 


а потому 


(іб') 


Уже теперь стоит только знак неравенства; возможность равенства 
исключается. Скора увидим, какое большое значение это имеет. 

Неравенство (16'), очевидно, можно представить в форме равенства: 

= (17) 

/л—► ОУ р • 

если через 0 обозначим некоторое неизвестное число, но заведомо по¬ 
ложительное и меньшее единицы *). Именно, меньшее единицы, отнюдь 
не равное ей. 

Так как возможно, что 0 меняется с изменением р , то, чтобы #е 
забывать об этой возможности, мы вместо й будем писать &^. Вставляем 
теперь (17) в (15). Получается 

Теорема . Какое бы ни было целое и положительное число 
р=^2, всегда 

* =2 +^+^+4Г+- ,+ Я + ді’ (18) 

где бр—неизвестное положительное число, заведомо меньшее еди¬ 
ницы. 

Так как то последнее слагаемое меньше предпоследнего. 

Заключаем: 


*) Если а и Ь положительны и а < Ь л то, полагая ~--д, имеем 0< I и 
а = ЪЪ. 
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Если, выбрав какое бы ни было целое положительное число 
примем 

'- 2 +5Г+§Г+ІГ + "-+;Т' " 9 > 

то мы сделаем ошибку, которая меньше последнего слагаемого. 

Но выражение 

_ 1 

р\ ~ 1 -2-3 .. и {р — \)р 

очень быстро уменьшается с увеличением р. Поэтому, взяв р достаточно 
большим, мы можем вычислить с с какой угодно точностью. Например, 
возьмем в. (19) /?=Ю, т. е. примем 

. = 2+А + ± + ±+А + 2 + -! + ± + ± + -і . 

“2! Т 3! т 4! ^5! т 6! 7! ^8! ^9! Моі 

Последнее слагаемое меньше 0,000003. Поэтому с точностью только 
до пятого десятичного знака найдем 2 —2,71828 ... Более точные вы¬ 
числения дают 

^ = 2,7182818284 ... 


§ 116. О пределе выражения |і + ~| • 

Пока мы знаем о пределе этого выражения только в предположении, 
что т стремится к бесконечности, принимая только целые и положи¬ 
тельные значения. Но к этому случаю легко сводятся все остальные. 

Предположим сначала, что т бесконечно возрастает, принимая какие 
угодно, но только положительные значения. 

Обозначим через р целую часть числа т. Следовательно, 

р5І/я<р-|- 1. 


Ясно, что когда т бесконечно возрастает, то р, оставаясь целым , 
тоже бесконечно возрастает . Имеем неравенства 

ЫУ<Ы?<ЫГ 

(’ + і) + >(' + ;гті) • 

Их перепишем вместе сначала в такой форме: 

('+^Г<('^Г<('+ 7 Г' 


а потом в такой: 


1 + 


< 


м- н- 1 


( 1 +іГ<( , + 7 )'( , + ѵ)- 
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Полагая имеем: 

(> + Я-7Т-г<( 1 + іГ<(' + тИ І + і)- 


(20) 


1 + — 
ѵ 


Когда т бесконечно возрастает, то ц и ѵ тоже бесконечно возра¬ 
стают, но принимая только целые и положительные значения, а потому 


и так как 


1ІЛ1 (і 

+ 7"Ѵ =* 

, ІІШ ( 


ѵ / 

|1 -»00 \ 

ІІШ [ 1 

+т) =1 - 

ІІШ [ 1 

ѵ-ЮО \ 

ѵ / 

Ц—>00 \ 

из (20), 

переходя к 

пределу, 


т. е. 


^Ііт ( 1 +—) 

“ія-.оо \ т) — 

1іт(і+ЛГ = ,. 

.-.00 \ т ) 


( 21 ) 


Видим, что если т бесконечно возрастает, принимая какие угодно 
положительные значения, то выражение 

ыг 

стремится к одному и тому же пределу, равному е. 

Предположим теперь, что т стремится к бесконечности, принимая 
отрицательные значения. Полагаем 

т — — п . 

Когда т стремится к —оо, то п стремится к оо. Имеем: 

(^Н'Ч)'Ч^ГЧ^)Ч^Г= 

= ('+„4т)’=( | ь^лГ’-('+^)- 

Полагая к — п — 1, получим 

Когда т —►(—оо), то л—*•(-[-оо). Ясно, что и к —► (-{- оо), но^ 

Ііга ( ! + т) =е ' 

л-»+ос V к I 
КО 



а потому из (22) 



Геометрическое доказательство. То, что выраженіе 

(■+=)' 

стремится к одному и тому же конечному 
пределу, по какому бы закону т ни стре¬ 
милось к оо, мы доказали в два приема. 

Сначала для случая, когда т принимает 
только целые н положительные значения 
(стр. 166), потом, в этом параграфе, для 
общего случая, когда т изменяется по 
любому ззкону. При этом доказательство 
потребовало достаточно сложных и длинных 
алкебраических преобразований. Следующее Черт. 87. 

геометрическое доказательство имеет перед 

изложенным то преимущество, что позволяет избежать этих преобразований. 

На кривой 

у = а*, 

где предположим а > 1, отметим точку С с положительной абсциссой с (черт. 87) 
и вычислим площадь и трапеции ОАСс , разделяя се на элементарные прямо¬ 
угольники следующим образом. 
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Берем проиэвотьно достаточно малый отрезок Л и отмечаем впраао по оси 
лг-ов, начиная от начала координат, точки х І9 х& ... с абсциссами, последова¬ 
тельно раа ы іи Л, 2Л, ЗА, 4Л, ..., до тех пор, пока не перейдем через точку с . 
Пусть х п будет последняя точка перед точкой е. Следующая зі ней точка х п+і 
уже будет лежать справа от с. Эти точки х п и х п+і обззначим короче через 
р и а. 

Ясно, что каково бы ни было Л. длина отрезка рс меньше А; поэтому, 
если А будет б сконечно умаляться, то точка р будет бесконечно приближаться 
к точке с, а потому 

Ип/?~г*). (2) 

Л-*0 

Восставив в точках **, д а дг* ... , х п ординаты у 4 , у ѵ ... , мы різделии 
ими трапецию ОАСс на полоски, для кгж :ой из которых построим соответствую¬ 
щий внутренний прямоугольник Плошать последнею из них, основанием кото¬ 
рого служит отрезок рс , обозначим через ѵ . Плошади остаіьных пусть будут 
Щ* и і% и 8 , ... , а п . Ясно, что если через ^ мы обозначим сумму всех постро¬ 
енных элементарных прямоугольников: 

$ = щ + и к + и* + ѵ, (3) 

то предел этой суммы равен как раз площади и всей трапеции ОАСс : 

1іт$ = іь (4) 

л -*о 

Вычислим & Так как 

л = 1. л = а л . 3'а = л 2А , Уі = а аА , ... 

И 

5 = Ну% т ЬУі + Ьуъ + ... + кУп- і + 

а потому 

5 = А (1 + п л 4 а ал 4- д*А л(я-ол) ^ ѵ. 


Принимая же во внимание, что 

1 4 „* + «».+...+«(«-М = ■ 


окончательно получаем 


откуда 


А _ 8 — V 

а н-\~~а р - і 1 


(5) 

( 6 ) 


и это п^и всяком А. 

Пусть теперь Л бесконечно умаляется по какому угодно закону. Нетрудно 
видеть, что в таком случае *раваі часть равенства (6) имеет конеіный предел. 
Действительно, если Л—**0, то 


Игл р = с, Іііп = 0» 1ігпз = «, 


а потому для предета правой части находим 


Ііт 

Л ->0 



и 

ас ^Т 


Но если правая часть имеет предел, то его имеет и левая часть. В результате 
мы доказали, что выражение 

А 

оЛ — 1 


*) Конечно, в этом равенстве р и с — не символы точек, а символы их абс¬ 
цисс, т. е. чисел. 
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имеет предел, по какому бы закону Л ни сгремилось к нулю. Обозначим этот 
предел на время через # 


Пт 
л—* о 


Л 

ЛА —1 




(7) 


положим 
откуда 
а потому 


а Л — 1 = а, 

аН = 14 а, Л = 1о2 0 (I + в), 

Л 1 - 

= Т І08а (1 + а) " 1і ' 8а (1 + “) 1 • 


( 8 ) 

19) 


и, следовательно *), 

1 /_І_\ 

(1+«)«=а' в ‘ 1 '. (10) 

Предполагаем, что Л —► 0. Из (8) ясно, что в таком случае и а —► 0, а потому 
из (10) имеем 

1 А 

— 11т -- 

ііпі (1 +а) а = а ° х “ 1 = а** 

я —►О 


и мы доказали, что по какому бы закону а ни сгремилось к нулю, выражение 

_і_ 

(!+«)* 

стремиі ся к некоторому одному и тому же пределу. Заменяя же а через —, за¬ 
ключаем, что, по какому бы закону т ни стремилось к -(- оо. выражение 



т 


всегда стремится к некоторому одному и тому же конечному пределу, который 
и уславливаемся обозначать буквой е . 

Что же касается его вычисления, то оно тоже может быть произведено до¬ 
статочно просто с помощью разложения функции е х в так называемый ряд Тэй¬ 
лора. 


§ 117. Несоизмеримость числа е. 


Но является вопрос, чему же точно равно число е. Возьмем опять 
равенство (18): 


б=2 -]—- +-+ ... 

2! 3! 


—1 -+і+ь 

(Р-\)Г рі рГ 


(25) 


где заведомо 9 0 <1. 

Предположим, что —некоторое дробное число. Пусть 

А 


где А и к — какие-то неизвестные нам целые числа. Примем 
р = к. Будем иметь 


— — 2 4- — 4- — + 
к ^ 2! г 3! 


1 


+А . •* 

I Ы Т и ’ 


(А— 1)! ' А! 1 А1 


в (25) 


*) Если г = Іо^а Ы, то из определения понятия логарифма следует, что N = а 1 . 
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откуда 


_ і _1 

А» к 21 31 •” (к — 1)! к\ ' 

В правой части, очевидно, можно принять Ь2-3 ...(к 
общий знаменатель. Приводя к нему, получим 

Ь к N 

А! к\ ’ 

где N —какое-то целое число. Какое именно, для нас безразлично. 
Важно только, что оно целое. Но из (26) следует, что — N. Но это 
невозможно, потому что 0*<1, а N —целое. К этому невозможному 
равенству мы пришли, допустив, что е — рациональное число. Следова¬ 
тельно, 

число е есть несоизмеримое число. 

Как таковое оно может быть вычислено только приближенно. 

§ 118. Заключение. 

1. Если тп бесконечно возрастает, принимая только целые поло¬ 
жительные значения, то выражение 

Ы) т 

стремится к некоторому конечному пределу, который называется не¬ 
перовым основанием логарифмов и обозначается буквой е. 

Число е несоизмеримо. 

2. Имеем равенства 

1ші Л 4-—) ~е , 1іш(1 + а)* —е, 

яі-юо \ 1 п I а—>0 

по каким бы законам тп и а ни стремились к своим пределам. 


— 1) к за 
( 26 ) 



ГЛАВА ШЕСТНАДЦАТАЯ 


ПРЕДЕЛЫ ФУНКЦИИ. НЕПРЕРЫВНАЯ ФУНКЦИЯ. 


Мы рассмотрели некоторые приложения понятия предела. При этом 
мы должны были рассматривать не предел какой-нибудь величины изу¬ 
чаемой изолированно, вне связи с другими величинами, но предел 
функции, т. е. величины, изменяющейся в зависимости от другой вели- 
•чины. Так, например, в предыдущей главе мы изучили предел выраже¬ 
ния 



т 


в предположении, что т ос. 

В этой глава мы рассмотрим более подробно понятие предела функ¬ 
ции и тесно связанные с ним понятия о прерывности или непрерывно¬ 
сти функции. 


§ 119. Предварительные замечания. 

Мы назвали пределом функции в точке с тот предел, к которому 
стремится функция, если ее аргумент бесконечно приближается к 
точке с 

Это определение вызывает ряд вопросов и прежде всего вопрос о 
законе, по которому аргумент должен приближаться к своему пределу, 
потому что переменная величина может стремиться к одному и тому же 
пределу па самым разнообраз іым законам. Так, например, если предел 
конечен, то она мо^ет стремиться к нему или справа, или слева, в том 
и другом случае монотонно или колеблясь, прерывно или непрерывно. 
Если же предел бесконечен, то величина может к нему стремиться, при¬ 
нимая или только положительные значения, или только отрицательные, 
или, наконец, те и другие, т. е. может стремиться или к +оо, или 
к-г-оо, или просто к бесконечности. Принимая все это во внимание, мы 
видим, что 

нельзя говорить о пределе функции, не указывая того закона, 
по которому изменяется ее аргумент, приближаясь к своему пре¬ 
делу. 

Заметив это, рассмотрим такую функцию: 

у = 5ІП х 

и предположим, что х непрерывно возрастает от 0 до 4-со¬ 
стоит только отчетливо представить себе окружность радиуса единица 
и на ней дугу и ее синус, чтобы стало ясно, что если дуга непрерывно 
бесконечно возр-істает, то синус ее колеблется между + І и—1, 
не стремясь ни к какому пределу. Но положим, что х бесконечно 
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возрастает прерывно, принимая последовательно значения, которые по¬ 
лучатся, если в равенстве 

х = 2тг/і -4- а 4- — 

1 1 п 


мы будем символу п давать одно за другим только целые, положительные 
значения. При таком п ясно, что 


а потому, если п 



оо, то 


1іш$іпд: = 5Іпа. 


Так как а можно взять произвольно, следовательно мы видим, что 
можно заставить х изменяться прерывно так, что зіпл; будет иметь пре¬ 
делом произвольно наперед заданное число зта. 

Этот пример я:но показывает: 

Когда аргумент функции стремится к некоторому пределу, то 
при этом сама функция может тоже стремиться к некоторому пре¬ 
делу, но может также и не стремиться ни к какому пределу, в 
зависимости от того закона, по которому изменяется ее аргумент, 
приближаясь к своему пределу. 

Далее отметим еще следующее. Переменная величина, приближаясь 
к своему пределу, может принимать значения, равные ее пределу, но 
может таких значений и не принимать. 

Когда говорят о пределе функции, то всегда предполагают, что 
ее аргумент, стремясь к своему пределу, не принимает значений, 
равных его пределу. 

Об этом условии постоянно надо помнить, тем более, что именно 
потому, что соблюдение его всегда предполагается, явно о нем почти 
никогда не упоминают. 


§120. Пределы функции в точке бесконечности. 


Рассмотрим такую функцию: 


/(*) = 


4л: 2 +1 

5л 2 + 1 


(і) 


и предположим, 
такой форме: 


что х стремится к сс. Переписав равенство (1) в 


Г{х) 



5 



и зная, что'если лг—^оо, то ——►О, мы заключаем, что, по какому бы 

X 2 

закону х ни стремился к оо, всегда 

Ііт/(л:) = -і 

х ас О 
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\ Следовательно, функция (1) обладает тем свойством, что она стре- 
\ мится к одному и тому же пределу, по какому бы закону ее аргумент 
ни стремился к оо. 

Определение . Если функция /(х) стремится к некоторому одному 
и тому же пределу, по какому бы закону ее аргумент ни стре¬ 
мился к бесконечности, то этот еэ предел называют просто ее пре¬ 
делом в точке бесконечности и обозначают так: 

Ит /(х). 

х -»оо 

Но рассмотрим такую функцию: 

/(х)=а х , где а> 1, 

и пусть х стремится к -бесконечности, принимая только положительные 
# значения, т. е. бесконечно возрастая. В таком случае, как мы знаем, 
а х тоже бесконечно возрастает. Следовательно, при «>і 

Ііш а х =-\- оо. 

X -+і-\-00) 

Но пусть х—>( — ос). Полагая л: — —г, имеем 



и так как г—►(-[- оо), следовательно знаменатель бесконечно возра¬ 
стает, а потому 

Іігп а х = 0. 
х -> ( — сс) 

Мы видим, что функция а х при а > 1 обладает следующим замеча¬ 
тельным свойством: она стремится к различным пределам, смотря по тому, 
стремится ли х к бесконечности, принимая только положительные значе¬ 
ния или только отрицательные: 

Ііт а х =-[- оо, 1іта* = 0. (1) 

X -> (4- ОО) X -Г (— 00) 

Поэтому говорят, что функция а х имеет предел как в точке -|- оо, 
так и в точке — оо, но что она не имеет предела при х - со. 

Определение • Если функция/(х) стремится к некоторому одному 
и тому же пределу, когда ее аргумент (безразлично,* по какому 
закону) стремится к-|-оо, то этот ее предел называется ее преде¬ 
лов в точке -|-оо и обозначается так: 

1Іга/(х). 

х-*(+оо) 

Если функция /(х) стремится к некоторому одному и тому же 
пределу, когда ее аргумент (безразлично, по какому закону) стре¬ 
мится к — оо, то этот ее предел называется ее пределом в точке 
— оо и обозначается так: 

Нш/(х). 

Х-><- 00) 

Только в том случае, когда пределы функции /(х) в точках 
+ оо и — оо равны, только в этом случае говорят, что функция 
/(х) имеет предел в точке бесконечности. 

12 
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Как пример, рассмотрим такую функцию: 

№ = ТТТ* ;а>1 - 

Принимая во внимание (1), легко найдем: 

1ігп/(лг) — О, 

х ->(+оо) 

1ІШ /(л*) - 1 . 

А'->(- 00) 

Следовательно, и эта функция имеет пределы как в точке + 00 , так 
и в точке — с», но в точке лг=оо она предела не имеет. 

До сих пор мы не вводили понятия о бесконечных показателях. 
Теперь его нетрудно ввести. 

Так как при а > 1 

Нт я дг = -|- ос, Нт а = О, 

х -*> (+ оо) л* - ос) 

поэтому условились принимать, что 

+ ОС -ОС 

а = -}-°о> а =0 при а>1. 

Легко убедиться, что если я<1, то 

1 іт (I х =■ 0, Ііт а х = -{- <х>, 

А* ( + СО) V -» ( ОС) 

а потому также принимают, что 

+ 00 - ос 

' а — 0, а = со при а •< 1. 

§ 121. Пределы функции в конечной точке. 

Пусть /(х) — однозначная функция и пусть ее аргумент х стремится 
к некоторому конечному пределу с. Тог предел, к которому при этом 
стремится функция, называется пределом функции в точке с. Но так 
как х может стремиться к с по различным законам, то в связи с этим 
получается понятие о различных пределах одной и той же функции в 
одной и той же точке. 

Если однозначная функция /( х) стремится к некоторому однрму 
и тому же пределу, когда ее аргумент (безразлично, по какому 
закону) бесконечно приближается справа к с , не принимая при 
этом значений, равных г, то этот предел функции называется ее 
правым пределом в точке г, или ее правым пределом при х , равном 
с у и обозначается так: 

1іт/(.г). 

х —> с +0 

Если однозначная функция /( х ) стремится к некоторому одному 
и тому же пределу, когда ее аргумент х (безразлично, по какому 
закону) бесконечно приближается к с слева, не принимая при этом 
значений, равных с, то этот предел функции называется левым ее 
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пределом в точке і, или ее левым пределом при х> равном с , и 
обозначается так: 

НіпДг). 

х —> с — О 


Если однозначная функция /( х ) стремится к одному и тому же 
пределу, по какому бы закону ее аргумент х ни приближался к с, 
не принимая при этом значений, равных с, то этот ее предел на¬ 
зывается просто ее пределом в точке с и обозначается так: 

Нт /(ж). 

X -> С 

Пусть, например, 


,, . 5ІПХ 
/(*) = — 


(1) 


Когда х —► 0 (безразлично, по какому закону), то 

Ііш /(-*) = 1. 

л* -*• О 

Следовательно, функция (1) имеет простой, или обыкновенный пре¬ 
дел в точке х = 0. 

Но пусть 


Полагая 


имеем: 


_і_ 

Дх) ■= а х ~ с , а > 1. 



/{х) = а'. 


( 2 ) 


( 3 ) 


Если х стремится к с справа, то ?—*(-[-ос), а также и а г 
а потому 


Ііш Длг) — ос. 
с ь о 


+ 00. 


(4) 


Но если х стремится к с слева, то г —* (— оо), а потому а г —►О, и, 
следовательно, 

1іш/(*) = 0. / 5) 

х -> с —0 ' ' 


Из (4) и (5) дсно, что функция (2) имеет в точке с и правый, и левый 
пределы, но так как эти пределы не равны, то простого предела функ¬ 
ция (2) в точке с не имеет. 


§ 122. Точки прерывности и непрерывности функции. 

До сих пор непрерывной функцией мы называли всякую функцию, 
которая геометрически изображается непрерывной кривой. Такое опре¬ 
деление непрерывности, очевидно, страдает рядом недостатков. Так, 
например, оно не дает нам никаких указаний, как убедиться, что дан¬ 
ная функция непрерывна, потому что фактически, хотя мы и можем 
изобразить точками очень большое число значений функций, но не 
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можем изобразить их все. Еще больший недостаток этого определения 
заключается в том, что оно не содержит в себе никакого числового 
элемента. Но чтобы свойство непрерывности функции могло стать пред¬ 
метом математических исследований, необходимо, прямо или косвенно, 
поставить функцию в свчзь с понятием числа. Это оказывается возмож¬ 
ным благодаря понятию о пределе. 

Пусть данная функция Дх ) изображается непрерывной кривой и 
пусть С — точка на этой кривой с абсциссой, равной с. Ордината этой 
точки равна значению функции в точке с , которое обозначится так: 
Я с ) (черт. 88). 

Пусть М — произвольная точка на кривой с абсциссой .ѵ. Ее ордината 
равна /(*)• 

Геометрически ясно, что если х приближается к с как к своему 
пределу, то точка М бесконечно приближается к точке С, а потому 
предел ординаты точки М равен ординате точки С, т. е. 

ІітДх) =/(с). 

X ->С 

Рассмотрим внимательно это равенство. В левой, 
части его стоит предел функции в точке с. В правой 
части мы имеем значение функции в той же точке с . 
Следовательно, если функция изображается 
непрерывной кривой, то она обладает сле¬ 
дующим свойством: предел функции в ка¬ 
кой-нибудь точке равен значению функ¬ 
ции в той же точке. Кроме того, этот предел функции 
конечен. 

И вот оказывается, что только этим сьойством и приходится поль¬ 
зоваться при всех рассуждениях о непрерывных функциях. Оказывается 
также, что, опираясь на это свойство, можно вывести все остальные 
свойства непрерывных функций. Поэтому это свойство и принимают за 
то свойство, которое определяет понятие непрерывной функции. Оста¬ 
вляя теперь в стороне прежнее определение непрерывной функции, 
мы заменим его новым, окончательным. 

Определение . Однозначная функция /(х) называется непрерыв¬ 
ной в точке с 9 если предел функции в этой точке конечен и равен 
значению функции в этой точке, т. е. если 

Чт/(х)=/(с). 

х-н: 

Всякая точка, в которой функция непрерывна, называется точ¬ 
кой непрерывности функции. 

Если функция непрерывна во всех точках интервала ( а, Ь), то 
она называется функцией, непрерывной в интервале (а, Ь). 

Всякая точка, в которой не соблюдены все условия непрерывно¬ 
сти функции, называется точкой прерывности, или точкой разрыва 
функции. 

Следовательно, точка прерывности есть всякая точка, в которой 
функция или не имеет предела, или, хотя она его и имеет, но он или 
бесконечен, или, если конечен, то не равен значению функции в этой 
точке. 
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Так, например, пусть 


(1) 



и пусть с — число, не равное нулю. Если *—то 

1іт/(*)=Д , 

х с С 


что можно переписать так: 

1іт/(*)=/(с). 

X С 

Следовательно, если 0, то предел функции — в этой точке коне- 

^ _ ф У -« ВДИ . ТОЯ і 

непрерывна во всякой точке, кроме точки х=0. 

Что же касается самой этой точки, то, так как 

Иш — = ос,- 

х-+о* 

функция - прерывна в точке л: = 0, потому что ее предел в этой 
точке бесконечен. 

Рассмотрим еіде такой пример точки прерывности. 

Пусть АС и ОВ —две непрерывные кривые, каждая из которых 
может пересекаться любой прямой, параллельной оси .у-ов, не больше, 
чем в одной точке (черт. 89). Кроме 
того, предположим, что точки С и О 
имеют одну и ту же абсциссу с. Будем 
совокупность этих двух кривых рассмат¬ 
ривать как один геометрический образ, 
как одну прерывную кривую. Если 
через х и у обозначим координаты пере¬ 
менной точки М на ней, то ордината у 
этой точки есть функция абсциссы х. 

Пусть 

у = Г : (х). Черт. 89. 

Ясно, что эта функция неоднозначна, потому что если х = с, то у 
может принимать два значения: значение, изображающееся ординатой точки 
С, и значение, изображающееся ординатой точки О. Но легко видеть, 
что из того же геометрического образа можно получить однозначную 
функцию. 

Пусть К —точка, промежуточная между точками С и О, и к — ее 
ордината. Определим функцию 

у =/(*) <*) 

так: будем принимать ее значение равным ординате кривой АС, если 
и ординате кривой ОВ, если х~^>с; значение же в точке с при¬ 
мем равным к: 


В 



Дс) = к. 


( 2 ) 
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Ясно, что при гаком определении функция (1) будет в интервале 
( а , /;) однозначной функцией. Рассмотрим ее пределы в точке с. 

Пусть х приближается к с справа. Значение функции изображается 
ординатой хМ кривой ОВ. Геометрически ясно, что когда л* приближа¬ 
ется к с справа, то эта ордината бесконечно приближается к ординате сО 
точки О . Следовательно, 


Нт /{х ) — сО. 


► с "1*0 


( 2 ) 


Но если х<іс , то значение функции изобразится ординатой хМ кривой 
АС. Предел этой ординаты равен ординате сС точки С, а потому 


Ііт /(*) = сС . 

► с — о 


( 3 ) 


Мы видим, что функция Дх ) имеет в точке с как правый, так и ле¬ 
вый пределы; но они не равны между собой, а потому функция не имеет 
обыкновенного предела в точке с. Следовательно, с есть точка прерыв¬ 
ности. 

Точки прерывности разделяются на точки прерывности первого 
рода и точки прерывности второго рода. 

Точка прерывности называется точкой прерывности первого рода, 
если функция в ней имеет как правый, так и левый пределы, конеч¬ 
ный или бесконечный. 

Точка прерывности называется точкой прерывности второго рода, 
если функция не имеет в ней предела хотя бы только с одной сто¬ 
роны. 

В дальнейшем нам придется иметь дело почти исключительно с точ¬ 
ками прерывности первого рода и притом такими, в которых функция 
имеет предел, но бесконечный. Типичным примером такой точки может 
служить точка ^ 0 дли функции 

1 

у = х- 

Эта функция в точке х — 0 имеет предел, но он бесконечный. 

§ 123. Непрерывность элементарных функций. 

Понятие о непрерывности функции Дх) в точке с определяется ра¬ 
венством: 

Ііт Дх) =Дс) 


при условии, что предел конечен. Но как ни просто это определение, 
не так просто доказать, что данная функция непрерывна в той или другой 
тоіке. Для этого необходим ряд вспомогательных теорем. 

Мы докажем сначала, что все элементарные функции непрерывны во 
всех точках, где значения их конечны. 

Пусть функция/(*) определена в интервале ( а , Ь) так (черт. 90): если 
л:< с, то ((с\ равна ординате кривой АС , а если х^>с, то Дх) равна орди¬ 
нате кривой ОВ; если же х = с } то 

Дс) = к. 
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Мы, кроме того, предположим, что как кривая АС , так и кривая ОВ 
подымаются слева направо. Ясно, что функция /(л:) есть функция, моно¬ 
тонно возрастающая в интервале (а, Ь). В то же время она прерывна в 
точке с. Заключаем: монотонно возрастающая функция может иметь точки 
прерывности. 

Отметим одну особенность этой функции: 
она не может принимать всякое значение, про-' 
межуточное между ее наименьшим значением 
аА и наибольшим значением ЬВ . Действительно, 
пусть ф — какая-нибудь точка между Си/). 

Тогда ясно, что нельзя найти такого х л при ко¬ 
тором /( х) равнялась бы сС ?, а потому эта функ¬ 
ция }{х) не может принимать всех значений, 
промежуточных между ее наименьшим и наиболь¬ 
шим значениями. Тем замечательнее следующая 

Теорема. Если однозначная функция /(ж) монотонна в интер¬ 
вале (а, Ь) и, кроме того, может принимать при соответствующем 
значении аргумента всякое значение, промежуточное между ее 
наименьшим и наибольшим значениями в этом интервале, то она 
непрерывна во всех точках интервала. 

Так как мы пока не знаем, какова функция — прерывна или непре¬ 
рывна, то мы и не чертим ее изображения. Мы будем изображать точками 
только те ее значения, с которыми встретимся при наших рассуждениях. 

Монотонная функция может быть или монотонно возрастающей, или 
монотонно убывающей. Мы предположим сна¬ 
чала, что данная функция 

у=А*) 

в интервале ( а , Ь) монотонно возрастает, и обо¬ 
значим через 2 и Р ее значения в точках а и 
Ь у которые пусть изобразятся ординатами точек 
А и В (черт. 91). Следовательно, 

Да) = а, /(Ь) = (і. (1) 

Так как по предположению функция /(х) возрастает, когда х изме¬ 
няется от а до Ь , то ясно, что а — ее наименьшее значение, а р— наи¬ 
большее. 

Пусть с —какая-нибудь точка между а и Ь и сі — значение функции 
в этой гонке: 

Построим точку С с координатами с и й. Так как функция монотонно 
возрастающая и так как 

а<с<Ь, 

следовательно, 

№ <Дс) <№* 

т ‘ е ‘ а <^<?і 

а потому <і необходимо промежуточно между аир. 
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Изображая различные значения у точками на оси ординат (черт. 92), 
построим около точки <1 как угодно малый интервал (<Р , сі"), притом на¬ 
столько малый, чтобы точки и й* были между точками аир. 

По условию^ может принимать всякое значение, промежуточное между 
аир. Так как а 1 и а" промежуточны между ними, то, следовательно, 
при соответствующих значениях аргумента у может принять как значе¬ 
ние так и* значение <Г. Пусть с ' — то значение х у при 
котором у = й\ а с п — то значение х , при котором у — й’. 
Имеем: 

№=<?, }(с")=а\ дс) = а. 

Так как 

и так как функция возрастающая, необходимо 

и, следовательно, точка с лежит внутри интервала ( с', с") (черт. 93). 
Пусть теперь х имеет какое угодно значение, но такое, что 

с'<*<*", (4) 

т. е. пусть х лежит в интервале (с\ с"). Так как функция возрастаю¬ 
щая, следовательно 

/(с')</(*)</(0, 

т - е - а<у<л”, (5) 

а потому у лежит в интервале {й\ Л"). Итак, если имеем зависимость (4), 
то необходимо существует и зависимость (5). Заметив это, положим, что х 
по какому бы то ни было закону приближается к с как к своему пределу. 
Тогда, начиная с некоторого момента, х будет нахо¬ 
диться в интервале (с\ с) у а потому, согласно (5), на- _? 9 с * 

чиная с того же момента, у будет находиться в интер- 
вале (<*', с Г). Че Р т - 93 - 

Итак, мы доказали, что, какой бы интервал ((?, й") 
мы ни построили около точки Л, как бы мал ни был этот интервал, все- 
таки, начиная с некоторого момента, у будет оставаться в нем. Это зна¬ 
чит. что Л — предел у: \ту = й, т. е. 

11га }{х)=/(с), 

X —* С 

по какому бы закону х ни стремился к с. Следовательно, функция Дх ) 
имеет в точке с предел, и этот предел конечен и равен значению функции 
в точке с % а потому функция Дх) непрерывна в точке с . Но с есть 
произвольно взятая точка. Следовательно, функция с непрерывна в ин¬ 
тервале (а, Ь ). Теорема доказана, но только для того случая, когда функция 
Дх) возрастающая. Но если она убывающая, то функция 

—Дх) 

будет возрастающая, а потому, по доказанному, непрерывна. Из непре¬ 
рывности же функции —• Дх ) следует непрерывность и функции Дх). 
Теорема окончательно доказана. Приложим ее к элементарным функциям. 
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Рассмотрим показательную функцию 

у = а х . (6) 

Она — монотонная, возрастающая и положительная. Но какое бы по¬ 
ложительное значение к мы ни взяли, можно для х найти такое значение, 
чтобы у равнялся к . Действительно, для этого надо взять х таким, чтобы 
иметь 

к = а х , откуда х — Іо % а к, 

и значение для х найдено. Следовательно, условия теоремы для функции а х 
.соблюдены, а потому она непрерывна. 

Пусть теперь 

3 , = 1°8я Л ') ( 7 ) 

где х может принимать только положительные значения. Чем больше х , 
тем больше у. Следовательно, у — возрастающая функция. Далее, каково бы 
ни было А, можно найти такое *, что 

к=1о% а х. 

Действительно, для этого надо только взять х = а*. 

Следовательно, функция 1о^ в лг удовлетворяет условиям теоремы, а по- 
тому она непрерывна. 

Точно так же нетрудно убедиться, что условиям теоремы удовлетво¬ 
ряет и степенная функция 

л т . 

Наконец, что касается тригонометрических функций 
зіп*, соз*, \%х, с\%х, 

то кзждая из них, если х меняется только в одной какой-нибудь чет¬ 
верти, монотонна и удовлетворяет остальным условиям теоремы, и потому 
каждая из них непрерывна в любой четверти окружности , а потому и 
везде. В результате видим, что 

степенные, показательные, логарифмические и тригонометриче¬ 
ские функции непрерывны во всех точках, в которых значения их 
конечны. 

То же, как увидим, когда будем подробно рассматривать их, спра¬ 
ведливо и относительно круговых функций. 

§ 124. Общие теоремы о непрерывности функции. 

С помощью различных действий мы можем из элементарных функций 
получать более или менее сложные функции. Чтобы судить о прерыв¬ 
ности или непрерывности таких функций, составленных из элементарных, 
можно пользоваться нижеследующими теоремами. 

Если нам дано несколько функций 

<*>(•*), Ф(*),. •• ,•(*), 

то сумма, произведение и частное их будут также некоторые функции. 

Теорема. Сумма и произведение функций, непрерывных в данной 
точке с, непрерывны в той же точке. 
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Частное двух функций, непрерывных в точке с, тоже непрерывно 
в этой точке при условии, что значение знаменателя в этой точке 
не равно нулю. 

Пусть |р(л), <!>(*),со(*) (1) 


непрерывны в точке с. Требуется доказать, что функции 

/ г (ж) = !р(ж)ЧКф{х)±... іЬа>(*)> (2) 

Ф(х) = 'і(х) •<!>(«). . .<!>(*) , 


а также, если '!)(с)=^0, то и функция 


Кх)== 


<!>(*) 


( 3 ) 


непрерывна в точке с. 

Сказать, что функции (1) непрерывны в точке с, — значит утверждать, 
что 

Ііт (?(*)= ір(с), 1ітф(х)ч=ф(с),. .., ІІт <фг) = со(с). (4 \ 

х—* с X с х с ' ' 


Чтобы доказать, что функции Р(х),ф(х) и /( х ) непрерывны в точке с, 
надо доказать, что 

Ііт Р(х) = Р(с), Іітф(х) = ф(с )>.. 1\т/(х) =Дс). (5) 

х —>с х -* с Х-* с 

Итак, зная (4), мы должны доказать (5), что легко сделать. Действи¬ 
тельно, применяя теоремы о пределе суммы, частного и произведения, 
из (2) и (3) имеем, предполагая, что х —*-с по какому угодно закону: 

Ііт Г{х) = Пт у(х) Ііт ф(.с) + ... Ііт ®(х) = 

=<р(с) + ф(с) +... + ш(е) = Р(с), 


Нт ф(х) = ііт <р(х) • ііт ф(д:)... Нт ©(зг) = ср(с) • ф(с)... ш(с) = ф(с), 


ііт /(*) 


Ііт ?(*) _ ф(с) _ , . 
Іітф(дг) 6(с) ^ ' 


( 6 ) 


Получили равенства (5), а потому теорема доказана. 

Заметим, что для доказательства равенства (5) необходимо предполо¬ 
жить, что - 0, потому что только при этом предположении можно 
применить теорему о пределе частного. 


§ 125. Заключение. 

1. Существуют в конечной точке три рода пределов функции: 
предел справа, предел слева и обыкновенный предел. 

В точке бесконечности тоже различаем три рода предела: предел 
в точке +- оо, предел в точке — оо и предел в точке оо. 

2. Точка называется точкой непрерывности функции, если предел 
функции в этой точке конечен и равен ее значению в той же точке. 

3. Точками прерывности первого рода называются точки, в которых 
функция имеет пределы и справа, и слева. 

Точки прерывности второго рода — те точки, в которых функция 
не имеет предела хотя бы только с одной стороны. 



ГЛАВА СЕМНАДЦАТАЯ 


КАСАТЕЛЬНАЯ И СКОРОСТЬ. 


В этой главе мы рассмотрим две задачи, которые в свое время ока¬ 
зали чрезвычайно большое влияние на развитие анализа: задачу о касатель¬ 
ной и задачу о скорости. Влияние их было весьма велико потому, что 
выяснилось, что методы, примененные для решения их, могут быть с ус¬ 
пехом применены и для решения бесчисленного множества других задач. 

§ 126. Приращение переменной величины. 

При изучении свойств переменных величин постоянно приходится рас¬ 
сматривать те различные значения, котбрые они могут принимать. 

Если из тех значений, которые может принимать переменная величина х , 
сначала рассматривается некоторое одно ее значение х\ а потом неко¬ 
торое другое значение х!\ .то разность 


между новым значением переменной величины и прежним ее значением 
называется тем приращением, которое х получает, переходя от старого 
своего значения л' к новому значению х'\ 

Обозначая эту разность через Н\ 


имеем 


х” — х' = к л 
х*=х' + Н. 


Приращение переменной величины есть та величина, которую надо 
прибавить к первоначальному значению переменной величины, 
чтобы получить новое ее значение. 

Так как для получения приращения надо составить разность, латин¬ 
ский же термин разности (ІШегепІіа, то вошло в обычай приращение, равное 
разности х" — х\ обозначать так: 


что читается так: дельта х\ потому что Д есть прописная греческая 
буква 5, произносимая как русское „д* и называемая дельтой. Поэтому 
вместо того, чтобы говорить: щ то приращение , которое получает х^. пе¬ 
реходя от значения х 1 к значению х принято говорить кратко: 
„дельта х**. 

Само собою разумеется, что на всякий символ Дл; г надо смотреть уже 
как на один целый символ, стоящий вместо одной какой-нибудь буквы, 
например Н . 

Подобным же образом, если какая-нибудь переменная величина у пе¬ 
реходит от значения У к какому-нибудь новому значению, то приращение, 
которое она гУри этом принимает, обозначится символом: 

ду. 
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Точно так же символ 


Д*' 

обозначает то приращение, которое получает переменная величина 2 , 
переходя от значения г' к новому своему значению. 

Символы 

Д*', Ду', Дг' 

весьма удобны, потому что при взгляде на них сразу видно, о приращении 
какой переменной величины идет речь. 

Приращение переменной величины может быть как положительным, 
так и отрицательным, в зависимости от того, какое из двух значений 
больше, — старое или новое. 


§ 127. Первоначальное значение переменной величины. 

Переменной величиной мы назвали всякий символ, назначение кото¬ 
рого в течение рассуждения обозначать различные числа. Поэтому если 
х — переменная величина, то, строго говоря, х не обозначает никакого 
числа, но только в различные моменты может обозначать различные числа. 
Или, иначе, х не есть символ некоторого единственного числа, но есть 
символ различных чи:ел, правда различных чисел в различные моменты 
рассуждения. 

Очень часто, даже почти всегда, при изучении свойств переменной 
величины приходится рассуждать так: .предполагают, что х сначала имеет 
некоторое из возможных для него значений, а потом ему приписывают 
новое значение 4 

Вошло в обычай то первое на возможных для нее значений! ко¬ 
торое приписывается переменной величине и относительно которого 
известно только то, что оно одно из возможных значений, причем 
точно оно не указывается, — это значение принято обозначать тем же 
символом, который служит для обозначения самой переменной ве¬ 
личины. 

Таким образом, если х — переменная величина, то в таком случае то 
из возможных для х значений, которое мыслится первым, но которое при 
этом ближе не определяется, обозначают через х же. То же приращение, 
которое мы прибавляем к этому первому значению, чтобы получить новое 
значение, обозначится через Длг. Следовательно, символ л: употребляется 
в двух смыслах, а потому в анализе то н дело встречаются выражения, 
несколько странные на первый взгляд, вроде следующего: „когда х, при¬ 
нимая приращение Дат, становится равным лг+Ддс. 44 В действительности же л* 
никогда не может быть равным лг+Дл;. Точно надо было Оы сказать так: 
пусть х имеет какое-нибудь значение, равное х\ Давая ему некоторое 
приращение мы получим для х новое значение, равное 

лг' + ДлЛ 

На этот способ выражения надо обратить внимание и запомнить его. 

Если х, имея значение с , получает приращение, то это приращение 
часто обозначается не просто так: Дх, а более точно так: (Дх)^. 
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§ 128. Приращение функции. 

Пусть у—/{х) — данная однозначная функция. 

Предп )ложим, что х, имея некоторое первоначальное значение, полу¬ 
чает какое-нибудь приращение ±х. Тогда новое его значение будет равно 
х 4- Ах . 

Когда х получает приращение Аде, то у , изменяясь вместе с ним, 
тоже получает некоторое приращение, которое мы обозначим через А у. 
Следовательно, новое значение у равно у-\-Ау. Но всегда 

у =/(*). 

а потому также 
н, следовательно, 

, Лу=/(лг-|-Ддг)—/(*). (1) 

Получаем теорему: 

Чтобы вычислить приращение функции, надо, заменив аргумент 
функции новым его значением, вычесть из нового значения функции 
прежнее ее значение, 

В дальнейшем мы очень часто будем обозначать приращение аргумента 
и функции буквами А и А ,' Но если 

Д х~Н, Ду=А, 

ТО равенство (1) обратится в равенство; 

к =/(* + А) -/(*), 

Пусть, например, 

у—х*. 

Имеем 

Ду = (х Ч* Л*)* — *■ * 2хЬл + (Д*)*, 

Точно так же, если 

У=Ѵ х , 
то 

— Ах. 

Ду = /хТлх — ѵ X** ,7 — ■ - " - у • 

V х Дх 4- V X 

Рассмотрим свойство приращения непрерывной функции. Пусть с — 
точка непрерывности функции 

У =/(*)■ 

Если х от значения с переходит к новому значению, получая прираще¬ 
ние А, то 

4у=/(с + А)— А*)- (Г) 

Полагая х = с-\-Н, будем иметь 

Ау=/*)-/(с), (2) 

Пусть к бесконечно умаляется. Тогда х — +с. Но с ■—точка непрерыв¬ 
ности. Поэтому 

( 3 ) 


Ига Л*) =/(с), 



и из (2) следует, что 


Пт (Лу) = 0. (4) 

Л —► о 

Обратно, пусть нам дано (4). Тогда ясно, что получим (3), а потому 
с — точка непрерывности. Получается теорема: 

Если приращение аргумента бесконечно умаляется, то при¬ 
ращение функции в точке непрерыв¬ 
ности тоже бесконечно умаляется. 
Обратно, если в данной точке при¬ 
ращение функции бесконечно ума¬ 
ляется одновременно с приращением 
аргумента функции, то данная точка 
есть точка непрерывности. 

Ввиду такой связи между прира¬ 
щением функции и ее непрерывностью 
часто функцию, непрерывную в 
точке с , определяют как такую функ¬ 
цию, приращение которой в этой 
Черт. 94. точке бесконечно умаляется одно¬ 

временно с бесконечным умалением 
приращения ее аргумента, т. е. как такую функцию, для которой 

Ііш (Лу) = 0. 

Лх 0 

Рассмотрим, как изображается геометрически приращение непрерыв¬ 
ной функции, если сама функция изображена кривой. 

Пусть М{ х, у )— произвольно взятая точка на кривой и пусть Р — ее 
проекция на ось х-ов (черт. 94). Следовательно, ее абсцисса равна х. 
Дадим х какое-нибудь приращение Дх, которое пусть изобразится отрез¬ 
ком РР*. В точке Р строим ординату Р*М*. Из М проводим прямую МС 
параллельную оси х-ов. 

Новое значение независимого переменного х изобразится точкой Р*. 
Новое значение у изобразится оріинатой Р*М*. Разность между новым 
значением 3 / и старым его значением изобразится, очевидно, отрезком ОМ*. 

Пзнращение функции изображается приращением ординаты кривой. 

Приращение функции может быть как положительным, так и отри¬ 
цательным. 

§ 129. Касательная. 

Если М — точка, произвольно взятая на кривой РС) (черт. 95), то 
из бесчисленного множества прямых, проходящих через эту точку, вы¬ 
деляется по отношению к кривой некоторая единственная прямая АВ. 
В то время как все остальные прямые, проходящие через точку М, пе¬ 
ресекают кривую, прямая АВ только касается кривой. 

Так мы приходим к представлению касательной. Но чтобы это пред¬ 
ставление могло стать предметом математического исследования, мы 
должны ввести соответствующее точное логическое понятие. Определе¬ 
ние этого понятия может оказаться очень сложным, но оно во всяком 
случае должно соответствовать нашему наглядному представлению каса¬ 
тельной. Наглядное же представление показывает нам следующее: чем 
ближе к точке М мы возьмем на кривой другую точку М тем менее 
секущая ММ! отклоняется от касательной. Этот факт нас естественно 
приводит к определению касательной. • 
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Введем сначала понятно о предельном положении прямой. 

Если подвижная прямая вращается вокруг точки 5» лежащей 
на неподвижной прямой 5Л так, что угол <*> между этими прямыми 
бесконечно умаляется, то неподвижная прямая &4 называется пре¬ 
дельным положением подвижной прямой 5ф. 

Так, например, если 6’ и С} неподвижная и подвижная точки на 
параллельных прямых и точка ф уходит вправо в бесконечность, то 
угол ш бесконечно умаляется, и потому прямая ЗА есть предельное по¬ 
ложение прямой (черт. 96). 




Определение . Касательной к кривой в данной точке М назы¬ 
вается предельное положение секущей, проходящей через данную 
точку М и через другую точку М\ бесконечно приближающуюся 
по кривой к точке М 9 но никогда ее не достигающей. 

Точка М называется точкой прикосновения или касания. 

Короче же эго определение формулируют так: 

Касательная есть предельное положение секущей. 

Так, например, на чертеже 97 ясно видно, что если точка М беско¬ 
нечно приближается к М, но, бесконечно приближаясь к ней, никогда 
не достигает ее, то угол ш будет бесконечно умаляться. По определению, 
прямая АВ есть касательная к кривой в точке М Л а эта точка М есть 
точка прикосновения касательной АВ к данной кривой. 

Рядом с понятием касательной естественно возникает понятие нор¬ 
мали (черт. 98). 

Определение . Нормалью к кривой в точке М называется пер¬ 
пендикуляр Р<2 к касательной в точке Лі. 

Прямую линию мы можем рассматривать как частный случай кривой 
линии. Рассмотрим, что даст нам понятие о касательной, если это по¬ 
нятие приложить к прямой. 

Пусть АВ — данная прямая и 
М — произвольно взятая на ней 
точка (черт. 99). Чтобы найти ка¬ 
сательную в этой точке М , мы 
отмечаем на прямой другую точку 
М\ затем через точки М и М г 
проводим секущую и ищем пре¬ 
дельное положение этой секущей, предполагая, что точка М! бесконечно 
приближается к точке М. 

Но две прямые, которые имеют две общие точки, совпадают всеми 
точками. Следовательно, в нашем случае секущая, проходящая через 
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точки М и М\ совпадает с данной примой А В, а по і ому и предельное 
положение секущей, т, е. искомая касательная, совпадает с данной 
прямой. Получаем теорему: 

Касательной к прямой во всякой ее точке служит сама данная 
прямая. 

Из этого следует, что 

касательная к прямой во всех ее точках сохраняет одно и то же 
направление. 

Естественно поставить вопрос: есть ли иные кривые, кроме прямой, 
обладающие тем же свойством? Мы примем как геометрически очевид¬ 
ный факт, что 

только прямая обладает тем свойством, что касательные к ней 
во всех ее точках имеют одно и то же направление. 

Действительно, взяв любую кривую (черт. 100), мы немедленно же 
убеждаемся, что касательная к ней в различных точках имеет различные 
направления. 




§ 130. Задача о касательной. 

Задача о касательной может быть формулирована так: построить 
касательную в данной точке М к данной кривой Рф, 

При этом выражение „построить касательную 4 * надо понимать так: 
найти такое свойство касательной, которое выделяло бы ее из бесчи¬ 
сленного множеств! прямых, проходящих через точку М. 

Отнесем данную кривую Рф к какой-нибудь системе декартовых 
прямоугольных координат (черт. 101). Угол, который касательная МТ 
в точке М образует с осью X , обозначим через а и будем называть его 
углом наклона касательной. Очевидно, что если мы каким-нибудь путем 
узнаем, чему он равен, то тогда нетрудно будет построить касательную. 
Действительно, для этого достаточно построить какую-нибудь прямую АЗ, 
наклоненную к оси X под углом а, и затем провести через точку М 
прямую, параллельную прямой АВ. Мы видим, что задача о построении 
касательной сводится к задаче о вычислении ее угла наклона. 

Чтобы вычислить этот угол, мы поступим так: по определению ка¬ 
сательная есть предельное положение секущей. Поэтому мы на кривой 
в области рассматриваемой точки М возьмем произвольно какую-нибудь 
точку М! (черт. 102). Затем через М и М! проведем секущую, которая 
пусть пересекает ось X в точке Т. Через а, обозначим угол наклона 
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этой секущей к оси X. Пусть, наконец, ю — угол между секущей и 
касательной. Ясно, что 

а,—а = а). (1) 

Вообразим теперь, что точка АѴ бесконечно приближается к точке 
М. Тогда угол ш бесконечно умаляется. Что касается углов а и а,, то 
в течение всего процесса угол а не будет меняться, а угол а л меняется. 
Из равенства (1) следует, что разность между постоянной величиной а 
и переменной а, бесконечно умаляется. Это значит, что угол а есть 
предел угла а г : 

Ута^-я. ( 2 ) 

Теперь ясен путь для вычисления угла а. Мы постараемся сначала вы¬ 
числить угол а г Раз это нам удастся, то тогда нам останется только 
найти его предел. Будем же поступать согласно этому плану. 

Строим ординаты МР и М!Р' точек М и М\ Когда мы от точки М 
переходим к точке М\ то координаты хну точки М получают неко¬ 
торые приращения, которые обозначим через Д* и Ду. Очевидно, что 
Длг изобразится отрезком РР. Если же мы из точки М проведем пря¬ 
мую М@ параллельно оси X до пересечения в точке <У с ордина¬ 
той М!Р\ то отрезок фМ 1 цам даст то приращение, которое испыты¬ 
вает ордината при переходе от точки М к точке М\ Следовательно, 
М'С? = \у. 

Нетрудно убедиться, что в прямоугольном треугольнике М№($ угол 
при вершине М равен как раз а потому из этого треугольника сле¬ 
дует, что 

Дѵ 

= ( 3 ) 

Это равенство справедливо при всяком положении точки М\ Пред¬ 
полагаем же, что она бесконечно приближается к точке ЛІ. Геометри¬ 
чески ясно, что в таком случае приращения Дл: и Ду бесконечно умаля¬ 
ются. Из равенства же (3) следует, что 

Ду 

Ііш І8 а, = Ііт т- , 


и так как а 2 в пределе обращается в а, имеем: 

*«-ит§?. 


(4) 


Полученное равенство решает нашу задачу. Оказывается, что 
тангенс угла наклона касательной равен пределу отношения 
приращения ординаты к приращению абсциссы. 

Но для кривой ордината есть некоторая функция абсциссы: 

у=т. 

Поэтому приращение абсциссы есть приращение независимого перемен¬ 
ного, а приращение ординаты есть приращение функции. Следовательно, 
равенство (4) нам показывает: 

13 


Курс математического анализа 
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Для того чтобы уметь вычислять угол наклона касательной к 
кривой 


у=т. 


надо уметь вычислять предел отношения 


Ду 

Ддг’ 


т. е. предел отношения бесконечно умаляющегося приращения функ* 
ции к бесконечно умаляющемуся приращению независимого пере¬ 
менного. 

Запомним этот результат. 

Если для сокращения письма мы введем обозначения: 

Дх = й, Ду = к, 

то равенство (4) примет такой вид: 

= (5) 

Л->О Л 

где предел в правой части берется в предположении, что Л бесконечно 
умаляется. 


§131. Касательные к обыкновенной и кубической параболам. 


Пусть у % = 2рх — уравнение данной параболы и а—угол наклона касатель¬ 
ной в точке М (лг, у) % лежащей на верхней половине параболы (черт. 103). Следо¬ 
вательно, 



Черт. 103. 


у=+У2рх. (1) 

Д"ем х прнрашение к. Пусть к — соответствующее 
приращение у . Так как точка с координатами х + Л 
и у + к тоже лежит на параболе, то одновременно 
с (1) имеем: 

у+к=+У'2р\рс + к), 

откуда 

к = у'ТЦУх + Ь-Ѵх), 

* _ ,/п-г \ /Щ х + Ь— \ ~х 

т~ V 2 Р - Ъ -• 


Преобразуем правую часть, умножая числителя и знаменателя на У х -ук + У х. 
Получаем 


* Ѵ2 Р Ііш к = Ур_ Р _ 

А |/лг+Л -|- Ух ' л-*о Л 2} г х {/2х У 


Следовательно, 


а = —. 

У 


Построим нормаль МЫ. Угол РМЫ — а, а потому 

РЫ =у і%а = р. 


( 2 ) 


Проекция на ось *-ов отрезка нормали МЫ называется подиормалью. Следова¬ 
тельно: 
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Поднормаль для всех точек параболы имеет одну и ту же ве¬ 
личину, равную параметру параболы р. 

Рассмотрим теперь касательную к кубической параболе у=х * (черт. 101). 
Пусть М (дг, у) — точка на ней и МТ — касательная в этой тъчке. Мы знаем, 
что 

я = Нт ~ . 
л->о к 
к 

Вычисляем —. Для всякой точки М на кривой 

.V —А (1) 


Когла х и у получат приращения к и к % то их новые значения будут х 4-Н н 
у + к, а потому 

•У-М = (* + Й) 3 . 


откуда 


и, следовательно, 


к = (х 4- Л) 3 — л* = 3 х*Ь + ЗдгЛ* + 


= Зх* + ЗдгЛ + к\ 

Переходим к пределу, предполагая, что к бесконечно 
умаляется. 

Имеем к « 9 

Пт •— = Зх я , 
о Л 

а потому 

= (2) 

Опустим из М перпендикуляр МР на ось х-ов, и пусть 
Г —точка пересечения касательной с осью хов. Из 
треугольника ТМР находим 

а 3*2 Зх* 3 * 

т. е. 

ОР 

ТР = ^ОТ — 2ТР. 

и 

Мы видим, что касательная в точке М делит абсциссу 
этой точки на два отрезка, из которых левый вдвое 
больше правого. 

Это дзет возможность построить касательную. Мы делим абсциссу ОР на 
три равные части и ту из двух точек деления, которая правее, соединяем с 
точней М. 

Посмотрим, под каким углом наклонена к оси х-ов касательная в начале ко¬ 
ординат. Полагая во (2) х = 0, находим 

1 = 0 . 



Черт. 104. 


Слеповательно, касательная в начале координат наклонена к оси х-оз 
под углом . равным нулю, а потому она совпадает с осью х-ов. 

Мы видим, что точка О отличается от остальных точек кривой следующей 
замечательной особенностью: касательная в точке О пересекает кривую . 


Точки, касательные в которых пересекают кривую» называются 
точками перегиба. 

Но можно поставить такой вопрос: как же так касательная, т. е. прямая, 
•которая доіжна только касаться кривой, может ее пересекать? 

Здесь мы встречаемся с обычным явлением, что очень часто научное понятие 
•Сражается тем же самым словом, с которым в обычной жизни связываете иное 
п Редста&лрние. Вне всякрго сомнения, согласно нашему первоначальному 
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представлению, касательная потому называется касательной, что она только касается 
кривой, но не пересекает ее. Но это наше обычное представление. Вместо него 
мы ввели научное понятие. Мы условились называть касательной предельное по¬ 
ложение секущей. Посмотрим, каково будет в нашем случае 
предельное полож ние секущей ОМ', где М '— какая-нибудь 
точка с координатами х , у на кубической параболе у = х* 
(черт. 105). Пусть М'<?— ордината точки М' и пусть о> — угол 
ОиМ'. Имеем 

М'О ѵ 

— 00 ~ х~ х' 





т. е. 


*§(!)= Л* 


Если М' бесконечно приближается к 0 % то ясно, что х 
а потому 

Ііш ш — 0, 


0 , 


Черт. 105. т . е> угол ю в пределе равен нулю. Следовательно, предельное 
положение секущей ОМ' есть ось X , а потому ось X , 
согласно определению, есть касательная в точке О , хотя она в сущности не ка¬ 
сается кривой, а пересекает ее. 

Мы другим путем пришли к тому же результату, 
который раньше получили, полагая х = 0 в формуле (2). 

Замечание. Если М — обыкновенная точка кри¬ 
вой и АВ — касательная к ней, то всякая секущая, про¬ 
веденная через М под достаточно малым углом ш к ка¬ 
сательной (черт. 97, сгр. 191), пересекает кривую только 
в одной точке. Поэтому говорят, что в обыкновенной 
точке касательная.лересекает кривую в двух совпадаю¬ 
щих точках. 

По пусть Л! —точка перегиба, например, точка пе¬ 
региба кубической параболы (черт. 106). Секущая ММ' 
имеет с кривой еще одну общую точку Лг, и когда 
угол ю будет бесконечно умаляться, то обе точки М' и 

приближаться к М, совпадая с нею в пределе. Поэтому говорят, что в точках 
перегиба касательная имеет с кривой три совпадающие общие точки. 



Черт. 106. 

М п будут одновременно 


§ 132. Скорость. 

Если точка движется по прямой так, что в равные промежутки вре¬ 
мени она проходит равные пути, то такое ее движение называется пря¬ 
молинейным равномерным движением. 

Скорость равномерного прямолинейного движения измеряется 
отношением пути, проходимого точкой, к промежутку времени, в те¬ 
чение которого этот путь пройден. 

Если точка движется по прямой, на которой установлено положи¬ 
тельное направление, то скорость считают положительной или отрица¬ 
тельной, смотря по тому, совпадает Ли направление движения с положи¬ 
тельным направлением прямой или противоположно ему. 

Приведенное определение скорости применимо только в случае ра¬ 
вномерного движения. Рассмотрим, как можно ввести понятие скорости 
для любого движения точки. 

Пусть по направленной прямой, например по горизонтальной, напра¬ 
вленной слева направо, движется по какому-нибудь закону точка М. 
Выбрав начало координат, обозначим через 5 абсциссу точки Л в мо¬ 
мент і . Очевидно, что 5 есть функция і. Действительно, во всякий мо¬ 
мент точка М занимает единственное, вполне определенное положение 
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на прямой. Поэтому всякому значению, выбранному для і % соответствует 
единственное значение для Это и значит, что $ есть функция /. 
Пусть 

Из сущности самого понятия движения следует, что $ — непрерывная 
функция /. Пусть в некоторый момент і точка М находится в А> так 
что в этот момент $=СМ (черт. 107). Пусть /'—какой-нибудь момент 
из следующих за моментом і , и пусть 5 

і' — і— л, + н. —А-. к - А ' 

' ... 5 ?. 

Следовательно, к — промежуток времени, Черт. 107. 

протекший между моментами і и і\ 

Пусть в момент V точка М находится в точке А\ абсцисса которой 
равна и пусть 

— 8 = к } з' = $ 4 - *• 

Очевидно, что к есть путь, - проходимый точкой М в промежуток 
времени Л. Если бы в течение этого промежутка точка М двигалась от 

к 

А к А 1 равномерно, то ее скорость равнялась бы —. Но точка М дви- 

п 

жется не равномерно, а по какому-нибудь иному закону. 

Отношение А, т. е. отношение длины пути, пройденного точ- 
п 

кой, к промежутку времени, в течение которого он пройден, назы¬ 
вается средней скоростью точки в течение этого промежутка. 

Предполагая, что момент і остается одним и тем же, мы можем рас¬ 
сматривать, как будет меняться средняя скорость 

А 

п ' 

если промежуток к мы будем брать все меньше и меньше, т. е. если 
он будет умаляться. Тот предел, к которому будет при этом стремиться 
средняя скорость, назовем истинной скоростью, или просю скоростью 
точки М в момент і . 

Определение . Скоростью точки в данный момент і называется 
предел ее средней скорости в течение бесконечно умаляющегося 
промежутка времени, начинающегося с момента и 

Следовательно, если ѵ — скорость точки в момент то по опреде¬ 
лению 

г к 

ѵ - Ііт . 

А-ю к 


Но А и Л суть приращения і и 5. Поэтому можно написать 


г 

ѵ = \іт — 
д*-*о-м 


Так как I — независимое переменное, а 5 — функция его, а потому 

Чтобы вычислить скорость точки, надо уметь вычислить предел 
отношения приращения функции к бесконечно умаляющемуся при¬ 
ращению независимого переменного. 
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§ 133. Скорость падающего тела. 

Пусть тело М падает на землю и пусть падение его началось от точки О, 
где оно покоилось. За начальный момент отсчета времени принимаем начальный 
момент падения. 

Если 5 — путь, пройденный телом при падении в течение промежутка то, 
как показывает опыт, 

5=4-^ о) 

где ^=980, если і измеряется секундами, а л—-сантиметрами. 

Какова же скорость падения в момент іі 

Для этого ищем сначала среднюю скорость за промежуток времени Н % сле¬ 
дующий за моментом і. 

Пусть попргжнему к — тот путь, который тело М проходит после момента і 
в течение промежутка Л. Тогда в момент і + Н тело будет на расстоянии $ + & 
от О, а потому одновременно имеем равенства 



«+Л=у5'( < + А )* = у^ ,+ в<Л ' , ‘7 гА *’ 

откуда 


Деля на к 9 найдем среднюю скорость: 

А = 

к 6 2 


Пусть теперь Л-►О. Имеем 


Ііш 

к-*ок 5 


Следовательно, падающее тело в момент і имеет скорость 

ѵ = $і. 

Видим, что скорость падающего тела меняется с течением времени. Она все 
время возрастает. 


§ 134. Диференциальное исчисление. 

Мы видели, что если 

У = Н*) 

— уравнение кривой, то угол наклона касательной определяется по фор¬ 
муле 

Д V 

іеа = 1іт^ . 

^ іх 

Таким образом, задача об определении положения касательной тре¬ 
бует вычисления предела отношения 

4у 

Д*’ 


т. е. предела отношения приращения функции к приращению независи¬ 
мого переменного, 

1*98 



Этот предел принято обозначать так: у\ При таком обозначений 
имеем 

і%а=у'. 

Мы видели также, что если точка движется по оси так, что 

5 =/(О, 


то истинная скорость ее в момент і определяется 


ѵ= ІІШ 7- . 
Д*-И> Д* 


по формуле: 


Опять мы имеем предел отношения приращения функции к приращению 
независимого переменного. 

Оказывается, что не только эти две задачи, но и бесчисленное мно¬ 
жество других задач окончательно приводятся к вычислению пределов 
отношений приращений функций к приращениям независимых переменных. 
Поэтому пределы этих отношений получили особое название. Их назы- 
вают производными. Тот отдел математики, который занимается 
изучением основных свойств производных, называется диференциальным 
исчислением. 


§ 135. Заключение. 

Тангенс угла наклона касательной к оси абсцисс равен пределу 
отношения бесконечно умаляющегося приращения ординаты кривой к 
бесконечно умаляющемуся приращению абсциссы: 

Д У 



ГЛАВА ВОСЕМНАДЦАТАЯ 


ПОНЯТИЕ И МЕТОД БЕСКОНЕЧНО-МАЛЫХ. 

В настоящее время вместо выражения „бесконечно умаляющаяся ве¬ 
личина 44 общепринято выражение „бесконечно-малая величина*, или, 
короче, „бесконечно-малое -4 . Но в этой книге термин „бесконечно-малое 44 
до сих пор тщательно избегался по двум причинам. С одной стороны, 
потому, что исторический и повсеаневный опыт учит, что это выраже¬ 
ние с какой-то роковой силой часто приводит к самым превратным 
представлениям о сущности понятия бесконечно-малого. С другой же 
стороны, это выражение избегалось и потому, что до сих пор в нем 
не было настоятельной необходимости. 

Обычно под бесконечно-малой величиной разумеют то же самое, 
что и под бесконечно умаляющейся, рассматривая термины „бесконечно¬ 
малое 44 и „бесконечно умаляющееся 44 как два различных термина для 
обозначения одного и того же понятия. Такой взгляд возможен и вполне 
правилен. Но, как мы увидим, эти термины можно также рассматривать 
как термины двух понятий, которые хотя и стоят между собой в на¬ 
столько близкой связи, что часто незаметно переходят одно в другое, 
однако являются не одним, а двумя различными понятиями. 


§ 136. Бесконечно-малое. 

Задача о касательной может быть сведена к такой задаче: найти угол 
а наклона к оси абсцисс касательной к кривой, данной уравнением 

У = Г(Х). 

Если через у' обозначить предел 

4 у 

отношения — : 

Ах 

У— 1іт 

&х -+ 0 *лХ 



то нами было доказано, что 


(і) 


Вспомним доказательство этого ра¬ 
венства. 

На данной кривой у=/(х) мы брали 
точку М с координатами х % у и достаточно близко к ней точку М 1 
с координатами х + Ах \\у-\-Ау (черт. 108). 

Построив ординаты этих точек и проведя прямую МС? параллельно 
оси X , мы из треугольника ММ(2 получаем равенство: 

* Ду 
Ь а і = Г ■ 

Длг 


( 2 ) 


«шл 




где —угол наклона секущей ММ 9 . Затем мы рассуждаем приблизи 
тельно так: равенство (2) справедливо для всякого А*. Пусть &х беско¬ 
нечно умаляется . Переход к пределу дает равенство (1). 

Рассмотрим роль величин Ал; и А у в этом доказательстве. Она 
своеобразна. Прежде всего отметим, что хотя величины Ад: и Ду фигу¬ 
рируют в течение всего доказательства, которое без них было бы не¬ 
мыслимо, однако в конечном результате 

они бесследно исчезают. Таким образом, эти величины нам необходимы 
не сами по себе, а только для доказательства. Они только вспомогатель¬ 
ные величины . Использовав их, мы потом забываем о них. Далее отме¬ 
тим, что символ Ллг не обозначает, подобно буквам тг и е, некоторого 
единственного, раз навсегда вполне определенного числа, но должен 
•мыслиться в течение рассуждения как имеющий некоторое произвольное 
значение. Поэтому Аде, а также и А у должны рассматриваться как пере¬ 
менные величины, т. е. как величины, могущие принимать различные 
значения. 

Являются ли они бесконечно умаляющимися? 

Ясно, что вообще нет. В течение всего рассуждения , вплоть до мо¬ 
мента, когда мы получим равенство 

{2) 

мы мыслим Аде и Ау не в процессе изменения, а как имеющие некото¬ 
рые произвольные значения. Только получив равенство (2) в самый по¬ 
следний момент рассуждения, мы заставляем их бесконечно умалятсья, 
и тогда переход к пределу дает нам равенство 

*ея=/. 


из которого они навсегда исчезают. 

В результате мы видим, что Ад: и суть вспомогательные перемен¬ 
ные величины, которые в течение всего рассуждения мыслятся как имею¬ 
щие произвольные значения, и только в конце рассуждения, в оконча¬ 
тельной формуле, предполагаются бесконечно умаляющимися. Такие вели¬ 
чины назовем бесконечно-малыми. 

Определение . Бесконечно-малой величиной называется всякая 
вспомогательная переменная величина, которая в течение почти 
всего доказательства мыслится как имеющая одно из возможных 
для нее значений, и только в конце доказательства, в окончатель¬ 
ных формулах, предполагается бесконечно умаляющейся. 

Часто, опуская существительное и ставя прилагательное в среднем 
роде, вместо выражения „бесконечно-малая величина* 4 говорят короче: 
„бесконечно-малое - . 

Вернемся снова к задаче о касательной. Излагая решение ее, мы на¬ 
чинали приблизительно так: пусть М' — точка, достаточно близкая к /И, 
и пусть дг + Дд:—ее абсцисса. 

После этого мы делали ряд построений и выводили формулу 




д* ’ 
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Читатель, разбирая в первый раз это доказательство, вначале даже 
не будет и подозревать о том, что в конце доказательства мы заставим 
Длг бесконечно умаляться. Но мы, зная это, могли бы его предупредить 
об*этом в самом начале. Для этого нам было бы достаточно сказать: 
„возьмем точку М ! с абсциссой где &ьх — бесконечно-малое 

приращение*. Прочитав прилагательное „бесконечно-малое - , читатель 
заранее бы знал, что Дх есть вспомогательная величина, которая рано 
или поздно будет бесконечно умаляться. Он был бы заранее предупре¬ 
жден, с какой целью вводится эта величина и какова будет ее роль в даль¬ 
нейшем. Увидим, как часто это предупреждение чрезвычайно важно. 

Перейдем к задаче о квадратуре площади (черт. 109). 

Если 5 — сумма элементарных прямоугольников а ѵ а 2 ,..., а п : 

*=«і + <*і + «в + ». + «.. 


то плошадь и этой трапеции равна пределу суммы $ в предположении, 
что число элементарных прямоугольников бесконечно возрастает так, что 
сами они бесконечно умаляются. Доказательство этой теоремы было до- 
__ статочно длинно. В течение всего доказатель¬ 



ства мы мыслим а ѵ Од,..., а п как величины, 
имеющие произвольные значения, потому что 
выбор точек, деления х к был произволен, а 
также и высота каждого прямоугольника про¬ 
извольна в широких границах. 

Если теперь в каком-нибудь конкретно 
данном случае мы действительно вычислим 
предел суммы 5, то мы найдем площадь тра¬ 
пеции. Что касается самих величин а ѵ а 2 ,... 


Черт. 109. 


..., а л , то они в конечном результате исче¬ 
знут. Следовательно, эти величины суть бес¬ 


конечно-малые, потому что они вспомогательные величины, мыслимые в 


течение доказательства как имеющие некоторые из возможных для них 


значений и только в конце доказательства предполагаемые бесконечно 


умаляющимися. 

Опираясь на изложенное, можно кратко сказать, что 

бесконечно-малая величина есть вспомогательная переменная 
величина, которая в будущем должна бесконечно умаляться. 

.Но можно также сказать, что 

бесконечно-малое есть произвольное значение бесконечно ума¬ 
ляющейся величины. 

Таким образом, при пользовании понятием бесконечно-малого необ¬ 
ходимо всегда иметь в виду, что 

1) бесконечно-малая величина не есть постоянная величина, 
а переменная. В течение доказательства мыслится, что она имеет одно 
из возможных для нее значений; 

2 ) она вспомогательная величина. 

Как такозая в окончательном результате она исчезает, потому что 

3) в окончательно полученных формулах она предполагается 
стремящейся к нулю; 

4) прилагательное „бесконечно-малая" не указывает на какую-то 
особую природу величины, тем более на ее чрезмерную малость, 
а только на роль величины в доказательстве. 
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Пусть же а — бесконечно малая величинам ф(а) — та окончательная 
формула, в которую входит а, быть может, с некоторыми другими ве¬ 
личинами. Через 5 обозначим произвольно взятую, как угодно малую 
положительную величину. Для нас имеет значение не само а, а предел 
выражения ф(а) при а —»-0; но когда а будет бесконечно умаляться, то, 
начиная с некоторого момента, ее модуль станет и будет оставаться 
менее всякой наперед заданной положительной величины. Поэтому, на¬ 
чиная с некоторого момента, 

|а|<г. 

Так как в конце концов нам нужен только предел выражения ф(а ), 
а не само ф(а), и так как этот предел останется тем же самым, если 
мы начнем умалять величину а с таких значений, при которых 

• м<«, 


то и с самого начала в течение всего доказательства мы могли бы ограни¬ 
читься только такими значениями для а, при которых |а|<^е, а потому 

модуль всякой бесконечно-малой величины можно в течение всего 
доказательства предполагать меньше всякой наперед заданной поло¬ 
жительной величины . 

Часто при формулировке этого положения опускают прилагательное 
„наперед заданной - и кратко говорят, что модуль бесконечно-малого 
меньше всякой положительной величины. Но такая формулировка может 
повести к недоразумению, тем более что утверждать, в точном смысле 
слова, что модуль бесконечно малой величины меньше всякой положи¬ 
тельной величины, очевидно, нельзя, хотя бы потому, что если в какой- 


нибудь момент процесса изменения |а| =р, то в этот момент |а| > , 

и, следовательно, |а| не меньше всякой положительной величины. Поэтому 
никогда не следует опускать прилагательного „наперед заданной®. 


§ 137. Две основные задачи о бесконечно-малых. 

В задаче о касательной мы в конце концов должны найти предел 
•отношения 

' Дѵ 

йх 

двух бесконечно умаляющихся величин. Было указано, что бесчисленное 
множество задач приводится к вычислению предела таких отношений. 

При вычислении площади кривой трапеции мы должны вычистить пре¬ 
дел суммы бесконечно умаляющихся слагаемых в бесконечно возрастаю¬ 
щем числе. К вычислению пределов таких сумм тоже приводится бес¬ 
численное множество задач. 

, Первой основной задачей относительно бесконечно-малых назы¬ 
вается задача о вычислении предела отношения двух бесконечно 
умаляющихся величин. 

Второй основной задачей относительно бесконечно-малых назы¬ 
вается задача о вычислении предела суммы бесконечно умаляю¬ 
щихся слагаемых в бесконечно возрастающем числе. 
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Естественно возникает вопрос: ведь мы имеем теорию пределов, ко¬ 
торая учит, как находить пределы различных выражений. Среди теорем 
этой теории мы, между прочим, имеем теоремы о пределах суммы и част¬ 
ного, т. е., повидимому, имеем теоремы о пределах тех выражений, к ко¬ 
торым мы приходим в наших основных задачах. На первый взгляд ка¬ 
жется, что достаточно применить эти теоремы, и основные задачи будут 
решены. Но это только кажется. 

Когда в свое время мы доказывали теорему о пределе частного: 

и Іітд 


то тогда же отметили, что эга теорема теряет свою силу, когда предел 
знаменателя равен нулю. Но он как раз равен нулю, когда идет речь 
о пределе отношения * 

а 

двух бесконечно-малых а и [і. Следовательно, 

при вычислении предела отношения двух бесконечно-малых нельзя 
применять теорему о пределе частного . 

Поэтому естественно и появляется первая основная задача относитель¬ 
но бесконечно-малых. Эта задача привела к возникновению диференци- 
ального исчисления. 

Диференциальное исчисление есть частный случай первой основ¬ 
ной задачи о бесконечно-малых, когда величины, предел отноше¬ 
ния которых ищется, являются приращениями непрерывной функции 
и ее аргумента. 

В теории пределов была доказана теорема, что предел суммы равен 
сумме пределов слагаемых: 

Ііт (л: + у г) = 1іт х + Ііт у + ... Нт г, 

но при этом предполагалось, что хотя каждое слагаемое меняется, однако 
число слагаемых остается одно и то же. 

Вторая основная задача о бесконечно-малых требует нахождения пре¬ 
дела суммы при условии, что меняются не только сами слагаемые, но 
также и число их. 

Ясно, что для решения этой основной задачи нельзя применять тео¬ 
рему о пределе суммы. Она является самостоятельной задачей. Частные 
случаи ее мы имеем, когда требуется найти предел суммы элементарных 
прямоугольников. Эта задача повела к возникновению интегрального 
исчисления, которое тоже в сущности является главой в учении об ис¬ 
числении бесконечно-малых. 

§ 138. Сумма и произведение бесконечно-малых. 

Пусть а, р, ... , у—конечное число бесконечно-малых и пусть р и 
ц — их сумма и произведение: 

Р = Ь + Р + ... + у, 
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Когда а, [5, .. . , у булут в конце доказательства бесконечно умаляться, 
то р и </ тоже будут бесконечно умаляться. Следонательно, 

сумма и произведение конечного числа бесконечно-малых суть 
величины тоже бесконечно-малые. 

Ясно также, что 

произведение а* а — постоянной величины а на бесконечно-малое 
а — есть бесконечно-малое, 

потому что когда а будет бесконечно умаляться, то и произведе¬ 
ние а 2 тоже будет бесконечно умаляться. 

§ 139. Бесконечно большие величины. 

Подобно тому как бесконечно-малой величиной мы назвали вспомо¬ 
гательную переменную величину, назначение которой — в конечных фор¬ 
мулах быть бесконечно умаляющейся, точно так же 

бесконечно большой величиной называют всякую вспомога¬ 
тельную переменную величину, которая в течение доказательства 
мыслится как имеющая одно из возможных для нее значений и 
модуль которой в конце доказательства будет предполагаться бес¬ 
конечно возрастающим. 

Но когда моауль ее будет бесконечно возрастать, то он станет и 
будет оставаться более всякой наперед заданной положительной вели¬ 
чины, а потому 

модуль всякой бесконечно большой величины можно в тече¬ 
ние доказательства считать больше всякой наперед заданной по¬ 
ложительной величины. 


§ 140. Заключение. 

Бесконечно-малой величиной называется всякая переменная вспо¬ 
могательная величина, которая в течение доказательства рассматрива¬ 
ется как имеющая одно из возможных для нее значений и которая 
только в окончательной формуле предполагается бесконечно умаляю¬ 
щейся. 

Прилагательное „бесконечно-малая 14 отнюдь не указывает на 
какое-то особое свойство величины, тем более на ее малость, 
а указывает только на роль величины в доказательстве. 



ГЛАВА ДЕВЯТНАДЦАТАЯ 


ДВА ПРИНЦИПА ИСЧИСЛЕНИЯ БЕСКОНЕЧНО-МАЛЫХ. 

В теории решения двух упомянутых основных задач очень большую 
роль играют понятия о порядках бескоіечно-малых и эквивалентности, 
потому что они дают возможность установить так называемые два прин¬ 
ципа исчисления бесконечно-малых. Выяснению этих понятий и принци¬ 
пов и посвящена эта глава. 

§ 141. Порядки бесконечно-малых. 

Всякое сравнение двух величин, например двух отрезков, есть 
в сущности требование ответа или на вопрос, на сколько одна из вели¬ 
чин больше другой, или на вопрос, во сколько одна величина больше 
другой. Ответ на первый вопрос дает разность между величинами, а на 
второй — их О'ношение. Нетрудно видеть, что разность между двумя 
бесконечно-малыми пока нам ничего не может дать, потому что если а 
и р—две бесконечно-малые, то разность между ними есть тоже беско¬ 
нечно-малая величина, т. е. такая величина, предел которой равен нулю. 
Таким образом, каковы бы ни были бесконечно-малые аир, всегда 

Ііт (р — а) = 0. 

Но если предел разности между любыми бесконечно-малыми равен 
нулю, то пока совершенно не видно, что может дать эта разность для сра¬ 
внения двух бесконечно-малых. 

Но не то нам дает отношение. Предположим для простоты я и р 
положительными, и пусть 



Когда аир одновременно умаляются, то отношение их г должно 
уменьшаться от уменьшения числителя а; но от уменьшения знаменателя 
оно должно возрастать. Таким образом, за величину отношения как бы 
борются в противоположных направлениях два влияния: влияние числи¬ 
теля и влияние знаменателя. Одно стремится увеличить отношение, дру¬ 
гое— уменьшить его. В результате, совершенно не ясно, как в общем 
случае будет изменяться г — увеличиваться или уменьшаться, а потому 
также не ясно, будет ли стремиться г к какому-нибудь пределу и, если 
будет, то к какому именно. На простых примерах нетрудно убедиться, 
что здесь возможны различные случаи. Пусть, например, 

Р = $іп Ьа , 

где Л —постоянное, не равное нулю. Если а—*0, то и Р—>0. Имеем 
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а потому 


Ііш 0- = к. 
а 

Видим, что предел отношения бесконечно-малых может равняться 
конечному числу, не равному нулю. Но пусть а попрежнему бесконечно 
умаляется и пусть 

у = За 2 4-5а 3 , і=]/ г а-\-4а 2 . 

Ясно, что у и о тоже бесконечно умаляются. Имеем 

— = Зз 5а 2 , - = 4= + 4а ’ 

а а у а 

н очевидно, что если д—► 0, то 

У і 

Ііш — = 0, Ига — — оо. 
а а 

Видим, что возможны случаи, когда предел отношения двух беско¬ 
нечно-малых равен нулю или бесконечности. 

Определение. Если предел отношения 

1 

а 

двух бесконечно-малых а и конечен *и не равен нулю, то говорят, 
что они одного и того же порядка малости. 

Если же этот предел равен нулю, то говорят, что порядок вели¬ 
чины ^ выше или больше порядка величины а. 

Напротив, говорят, что порядок величины |і ниже или меньше 
порядка величины а, если предел отношения бесконечен. 
Следовательно, если 
в 

Ига — — к, где к ф 0 и кф оо , 
то а и р — одного порядка; но если 

Ііш — = 0, 
а 


то порядок р выше порядка а; если же 

В 

Ііш — = оо, 
а 


то порядок р ниже порядка а. 

Говоря образно, порядок той величины больше, которая быстрей 
умаляется; порядки равны, если быстрота умаления одна и та же *). 


*) Строго говоря, чтобы ссылаться на быстроту умаления, надо сначала опре¬ 
делить, что мы разумеем под этим понятием. В действительности не порядок 
определяется через быстроту, а быстрота — через порядок. Сказать, что {* умаля- 

О 

ется быстрее, чем а,—значит утверждать, что 
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Теорема. Порядок произведения 

Р = ЕСІ 

двух бесконечно-малых е и а выше порядка каждого из сомно 
жителей. 

Действительно, имеем 



и, если 6— *0, то 

Нш — = О, 
а 

а потому порядок р выше порядка а . Теорема доказана. 


§ 142. Главная часть бесконечно-малого» 

О порядке величины нельзя говорить как о чем-то, что есть только 
свойство самой величины. Можно говорить только о порядке величины 
относительно другой какой-нибудь величины. Заметив это, предположим, 
что а и р — бесконечно-малые одного порядка. Следовательно, 

Ііт — = й, кфО и к=^оо. 

а ^ 


Пусть до перехода к пределу 



Ясно, что 1іше=0, а потому е — бесконечно-малое. Имеем 


или 

где 


р = еа, 

Р = ка + р 5, 

Рі = И- 


( 1 ) 

( 2 ) 

( 3 ) 


Из (2) ясно, что величина Р разложилась на два слагаемых. Нетрудно 
видеть, что первое слагаемое и р — одного порядка. Действительно, из 
(1) имеем 


— = 1 + — 
кг + к ’ 


и так как Нгае -0, следовательно. 



ь 


т. е. Р и кг — одного порядка. Но что касается слагаемого Р 17 
порядок выше порядка первого слагаемого, потому что 


к 

ка 


в 

~к 


и 



то его 
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Теорема и определение . Если р и а —два бесконечно-малых 
одного и того же порядка» то величина р может быть представлена 
в виде суммы двух слагаемых: 

Р = Н- 0! , 

из которых первое — одного с нею порядка» а второе — порядка 
выше каждого из них. 

Слагаемое кг называется главной частью величины р. 

Выражение главной части может быть значительно проще выражения 
самой величины, хотя порядки их равны. Пусть, например, 

3* 4- 5х 2 [/ х -4- х $іп х 

Зависимость у от х довольно сложная. Ясно, что если х —► 0, то и 
у—+ 0. Следовательно, х и у — бесконечно*малые. Имеем 

у ._ 3 4- Ъх ]/" х 5 Іл х 

х 

и если х —►О, то 


Полагая, что до перехода 


у = 3* -|- гх. 

Следовательно, Зх есть главная часть выражения (4). 


1 + 3 іё (&*) 


Ііт — = 3. 


к пределу 

— = 3 -|*в? 

X . 


§ 143. Эквивалентные величины. 

Особого внимания заслуживает случай, когда предел отношения двух 
бесконечно-малых равен единице. 

Определение . Величина и называется эквивалентной величине 
ѵ, если предел отношения первой ко второй равен единице, т. е. если 

и 

Ига —=1. 

ѵ 


Знаком эквивалентности нам будет служить символ в виде двух 
изогнутых черточек. Запись 

ѵ ( 1 ) 

читается так: и эквивалентно ѵ. Запись же 

ѵ ^ и (2) 


прочтется так: ѵ эквивалентно и. Смысл этих записей различен, потому 
что смысл первой записи тот, что 



(3) 
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а смысл записи (2) тот, что 


Іітп— =1. 
и 


( 4 ) 


Но равенства (3) и (4) всегда имеют место одновременно, а потому 
также и равенства (1) и (2). Получается 
Теорема . Если и ѵ, то ѵ ^ и. 

Рассмотрим примеры. Если х — бесконечно-малое, то 

5 ІЛ X и і%х 


тоже бесконечно малы. В то же время 


Нт 


5ІП X 
X 


1 , 



1 . 


Это показывает, что 

если аргумент х бесконечно мал, то синус и тангенс эквива¬ 
лентны своему аргументу: 

5ІП X ^ X, X X. 

Другой пример связан с кривой трапецией. Возьмем какую-нибудь 
ее полоску с произвольно взятым осйованием 5 и построим для этой 
полоски внутренний и выступающий прямоугольники, площади которых 
обозначим через а и Пусть и — площадь самой полоски ну и у^ —ее 
стороны. Имеем 

«<«<?. а-^уЗ. р = а-ЬА5, к=у л —у. (5) 

Ясно, что если Ь будет бесконечно умаляться, то а, р и и будут 
тоже бесконечно умаляться. Докажем, что 

площадь бесконечно тонкой полоски эквивалентна площади внут¬ 
реннего прямоугольника: 

а =5= а. (6) 


Для этого мы должны доказать, что если 3—► 0, то 


Имеем 


Деля на а, получим 


Ііш — = 1. 
а 


а < и < а кі. 


і < -—< і + 
а у 


(7) 


Переходим к пределу. Так как Ііт 6 = 0, следовательно. 


1 <Нш —^ I, 
“ а — 


а потому имеем (6), и теорема доказана. 

Теорема . Бесконечно-малая величина эквивалентна своей глав¬ 
ной части. 
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Мы видели, что если р и а одного порядка и если 


то, полагая 


мы получаем 


1іті- = /г, кфО \\ кфоо , 


- = А-К 

а 1 


Р = к% + еа, 


где слагаемое кі мы назвали главной частью. Имеем 

1 = 1 4--І 

ка ^ к ’ 


и, так как 1ішг = 0, следовательно, 


Это значит, что 


и теорема доказана. 


1іщ1 = 1. 
ка 


? = ка , 


§ 144. Первый принцип исчисления бесконечно-малых. 

Первой задачей исчисления бесконечно-малых мы назвали следую¬ 
щую задачу: найти предел отношения двух бесконечно-малых. 

Первый принцип. При вычислении предела отношения двух бес¬ 
конечно-малых величин каждую из них можно заменять эквива¬ 
лентной ей величиной. Следовательно, если а и р — две бесконечно¬ 
малые величины и а' и [5' — эквивалентные им величины, а именно: 

а = (1) 

то 

Ига 1 = 1іга 1 . (2) 

а а 

Доказательство чрезвычайно просто. Из (1) следует 

1іга-^=1, = (3) 


Так как всегда 


поэтому 


!_/П 

а уа'ууа у \Р* / ’ 

ш "4=( ш, 4) (""І) ( ,,т г! 


Принимая во внимание (3), получим (2), и принцип доказан 
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Пусть, налример, требуется вычислить предел отношения 

5х 

5ІП Зх 

в предположении, что х бесконечно умаляется. Тогда аргументы Ьх и 
Зл- тоже бесконечно умаляются. Но если аргумент бесконечно мал, то 

=5= 5 г, зіп 3* = Зх. 


Заменяя числитель и знаменатель эквивалентными им величинами, по¬ 
лучим 


Ііш 


5х 

5іаЗх~ Зх 


5^ 

3 ' 


Видим, как может быть полезен доказанный принцип при решении 
пзрвой основной задачи. 


§ 145. Второй принцип исчисления бесконечно-малых. 

Этот принцип применяется при решении второй основной задачи, 
т. е. при вычислении предела суммы бесконечно умаляющихся слагаемых 
в бесконечно возрастающем числе. Докажем предварительно следующую 
лемму. 

Если имеем две системы положительных величин: систему 


и систему 


®]> ^ 2 » * 3 > • • * » а п 

Рі» ?2> *••»?« 


и если - ѵ и ^ - наименьшее и наибольшее из отношений 
а' а 


Рі $2 ?3 


ь. 


то 


о! а 1 + а 2 + а з + • * • + а п а " 


О) 


В г у 

Так как — наименьшее из отношений, а —г—наибольшее, следо- 
сг а 


вательно, 




а' =а, = а т 
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Умножая на положительные знаменатели, получим: 


к а 

а' 1 

На 

а' 2 


?. 

% 


• V 
. 3' 


Д-а ^ р : 

а г я — ™ * 


Складывая, имеем 


“Г (®| 4 ®2 4 • • • 4 Я я) = (Рі 4 ?2 4 • 


1'а 

а " а п 


+ Р Я )^ ^7 (<*! + <*,+ . . . + а я)- 


Деля на положительную сумму а х 4 а 2 4* • .+я я і получим (1), и лемма 
доказана. 

Второй принцип исчисления бесконечно-малых. При вычис¬ 
лении предела суммы положительных бесконечно-малых слагаемых 
в бесконечно возрастающем числе можно каждое слагаемое за¬ 
менить эквивалентной ему величиной. 

Требуется доказать, что если 

/> = а, 4 а 2 4 я, + 

9= І*і + Рг 4 Рз 4 • • • 4 Ря 

— суммы бесконечно малых положительных слагаемых в бесконечно воз¬ 
растающем числе и если каждое слагаемое первой суммы эквивалентно 
соответствующему слагаемому второй суммы, т. е. если 

а, а, =« р 2 , а 3 = Рз. а „ ^ ( 2 ) 

то 

Нш (Я] -|- а 2 4 а„) = Нш (р, 4 Р 2 4 • • • 4 Р я )- 


Пусть іюпрежнему и — наименьшее и наибольшее из отношений 

к к к к 

®1 V а з’ 

Согласно (2), пределы всех этих отношений, а следовательно, и наи¬ 
большего и наименьшего из них, равны единице: 

шД = 1, Цщі1=1. (3) 

а а 

Из леммы следует 

У Е,4Ь4...4Ь ^Р' 

а' а, 4 а г -)- ... + а п а" ’ 

т. е. 

а' — р — а 


213 




Переходя к пределу, получаем: 


1 ^ Ііт — ^ 1, 
Р — 

а потому 

Ііт — = 1, 

Р 


и, следовательно; 1іш^ = 1іт р. Принцип доказан. 

Как пример рассмотрим площадь и трапеции аАВЬ . Разделив осно¬ 
вание на какие угодно подъинтервалы о 7 , о 2 , ... в числе п , причем 
эти подъинтервалы могут быть и неравными, восставим перпендикуляры 
в точках деления. Ими трапеция разделится на полоски. Для каждой из 
них построим внутренние прямоугольники. Площади полосок обозначим 
через 

Цр и 2 > ... , и п , 


а площади соответствующих им внутренних прямоугольников — через 

а і» а а» • • • * 

Предположим теперь, что число точек деления бесконечно увеличи¬ 
вается так, что все подъинтервалы 8,, 3 2 , ... , і п в своей совокупности 
бесконечно умаляются. Ясно, что тогда площади как всех полосок, так 
и внутренних прямоугольников тоже бесконечно умаляются. При этом, как 
было нами доказано (стр. 210), площадь всякой полоски и к эквивалентна 
площади а к соответствующего прямоугольника: 


Мы имеем 

“ = «1 + "2 + « 3 + (*) 


Если бы мы могли вычислить площадь каждой полоски, то мы вычи¬ 
слили бы площадь и всей трапеции. Но площадь полоски вычислить 
так же трудно, как и площадь трапеции. Но когда число полосок бес¬ 
конечно возрастает и сами полоски бесконечно умаляются, то равенство (4) 
остается в силе. Хотя слагаемые правой части и меняются, но сумма их 
остается постоянной. Но предел постоянной равен ей самой, а потому 

« = 1іш(в ] + и, + и 3 + ... + в я ). 

В правой части имеем предел суммы бесконечно-малых в бесконечно 
большом числе, поэтому по второму принципу мы каждое слагаемое 
и к можем заменить эквивалентной величиной а к и получим: 

и = Ііт (я, а г + а 3 + ... +<х л ). 

Оказывается, что площадь трапеции равна пределу суммы бесконечно 
умаляющихся внутренних прямоугольников в бесконечно возрастающем 
числе, причем основания их могут и не быть равными. 
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§ 146. Заключение. 


1. В зависимости от того, какое из равенств 

О 

1іт-^- = 6 при к=^0 и &=^оо. 

Ііт — = О, 

а 

Пт —= оо 
а 


имеет место, говорят, что порядок бесконечно-малого р равен, выше 
или ниже порядка бесконечно-малого а. 

2. Если Р и а — бесконечно-малые одного порядка, то р может 
быть представлена в форме • 

где к — постоянное и не равное нулю и где порядок слагаемого р : 
выше порядка слагаемого ка , Называемого главной частью величины р. 

3. Эквивалентными величинами называются величины, предел отно¬ 
шения которых равен единице. 

4. Первый принцип . При вычислении предела отношения беско¬ 
нечно-малых величин каждую из них можно заменить эквивалентной 
ей величиной. 

5. Второй принцип . При вычислении предела суммы положитель¬ 
ных бесконечно-малых в бесконечно возрастающем числе каждое сла¬ 
гаемое можно заменить эквивалентной ему величиной. 



ГЛАВА 


ДВАДЦА ТАЯ 


ДОСТАТОЧНО МАЛАЯ ВЕЛИЧИНА. КЛАССИФИКАЦИЯ ТОЧЕК 

КРИВЫХ. 

При изучении каждой науки необходимо прежде всего ознакомиться 
с ее терминологией, т. е. со смыслом слов, употребляемых ею для обо¬ 
значения ее основных понятий. При этом особое внимание должно быть 
обращено на те термины, которые часто употребляются и в обыденной 
жизни; но как раз этим терминам наукЗ нередко приписывает не тот 
смысл, который приписывается им в обыденной жизни. Примером этого 
может служить, например, понятие касательной. Мы видели, как вместо 
смутного представления касания вводится точное понятие касательной. 
Но при этом оказалось, что касательная может и не касаться кривой, 
а пересекать ее. 

При изучении каждой науки, по мере продвижения в ней вперед, 
мы встречаем все более и более сложные идеи и представления. Как 
общее правило, чем сложнее идеи и представления, тем сложнее и те 
грамматические формы, в которые мы принуждены их облекать. Благо¬ 
даря этому нам, с одной стороны, постоянно приходится иметь дело 
с некоторыми определенными группами идей и представлений, с другой — 
грамматические формы, необходимые для выражения их, становятся на¬ 
столько сложными и длинными, что даже для мысленного произнесения 
их требуется значительное время. Чтобы преодолеть эти затруднения, 
одно из средств заключается в том, чтобы ввести условно сокращенные 
способы выражения. Как раз к этому средству постоянно прибегает 
математика, потому что иначе она не была бы в состоянии дать крат¬ 
кую и точную формулировку тем идеям, к которым ее приводят ее же 
исследования. 

В обыденной жизни мы часто пользуемся понятиями, которые выра¬ 
жаются словами: .достаточно малый*, „около*, „вблизи* и им подобны¬ 
ми. Математика тоже принуждена прибегать к помощи этих слов, но 
при этом оказывается, что если мы хотим избежать путаницы в наших 
представлениях, то мы должны пользоваться этими словами чрезвычайно 
осторожно, потому что в различных случаях смысл их различен. Что, 
например, значит слово „вблизи"? На каком расстоянии должны нахо¬ 
диться два предмета, чтобы мы могли сказать, что один из них нахо¬ 
дится около, вблизи другого? Лишь только мы задумываемся над этим 
вопросом, немедленно же убеждаемся, что хотя в каждом отдельном 
случае мы как будто хорошо понимаей значение этого слова, но что 
в то же время не так легко выяснить точный его смысл. Ясно только 
одно: нельзя указать то расстояние, на котором должны находиться 
два предмета, чтобы относительно них можно было утверждать, что они 
находятся „около", „вблизи* друг друга. Чтобы вполне в этом убедить¬ 
ся, достаточно рассмотреть, например, такие предложения: 

1) около стола стоит полка с книгами; 
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2) около дома растет береза; 

3) около города проходит железная дорога; 

4) около Юпитера вращаются четыре спутника. 

В первой фразе „около 4 * значит метр, много два; в последней то 
же слово может обозначать миллион километров. 

Если железная дорога проходит от дома на расстоянии километра, 
то мы скажем, что она проходит вблизи дома. Но если береза растет 
на том же расстоянии от дома, то навряд ли кто скажет, что она рас¬ 
тет около, вблизи дома. 

Математика не терпит неясных, смутных и сбивчивых представлений, 
и так как мы в ней принуждены пользоваться словами, подобными сло¬ 
вам „около 4 , „вблизи** и т. д., то мы должны точно выяснить, какие 
же представления мы соединяем с ними. 

Для понимания дальнейшего полезно иметь в виду, что в матема¬ 
тике мы имеем дело преимущественно с условными предложениями . 
Даже когда на первый взгляд предложение не заключает в себе никакого 
условия, то все же по существу оно часто является условным и обычно 
легко может быть преобразовано в таковое и по внешней форме. Так, 
например, теорема: „в равнобедренном треугольнике углы при основании 
равны" может быть формулирована так: „если две стороны треуголь¬ 
ника равны, то противолежащие им углы тоже равны". 

Как увидим, выяснение в каждом отдельном случае точного смысла 
слов „около", „вблизи" и им подобных стоит в тесной связи с понятием 
достаточно малой величины. 

§ 147. Достаточно малая величина. 

Рассмотрим такой пример. Пусть 

з — 

у= 1 - 100 У х. (1) 

Меняя х, мы будем получать различные значения для у . Легко видеть, 
что нельзя утверждать, что у положителен, потому что если, например, 
х=\у то у = — 99. Но посмотрим, какие значения должен иметь х, 
чтобы у был заведомо положительным. 

Для этого необходимо и достаточно, чтобы уменьшаемое в правой 
части (1) было больше модуля вычитаемого, т. е. необходимо и доста¬ 
точно, чтобы имело место неравенство 

з-. 1 

1>100Т/|х|, откуда М • 

Полагая для сокращения письма 

<г= 7й""“ 0 ' 000001 ' 

мы заключаем: у заведомо положителен, если 

В результате мы видим, что если 

у=1 — Юо}х, 

то нельзя утверждать , что у положителен , но можно утверждать 
следующее : существует такая положительная величина в , что у 
заведомо положителен, если 
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Или короче: 

у положителен , если х меньше некоторой положительной величины . 

Вместо этого математика говорит: 

у положителен , если х достаточно мал . 

В этом предложении утверждается положительность величины у, но 
эта положительность не просто утверждается, а лишь при некотором 
условии, а именно при условии, что \х\ достаточно мал. 

И всегда понятие достаточно малой величины встречается или в 
условных предложениях, или в предложениях, хотя не условных по 
внешней форме, но легко преобразуемых в такую форму. Поэтому по¬ 
нятие достаточно малой может быть опреде ено так: 

Предложение: „если х достаточно мал* значит: 

если х меньше некоторой положительной величины. 

Или, нескоіько короче: 

Достаточно малая величина есть величина, модуль которой 
меньше некоторой положительной величины. 

Поэтому читателю рекомендуется всякий раз, как он встретит выра¬ 
жение „достаточно малая величина 4 , мысленно про себя добав іять „т. е. 
величина не какая угодно, а такая, модуль которой меньше некоторой 
положительной величины 4 . 

Что касается вопроса, чему же равна эта положительная веіичина, 
то оказывается, что в большинстве случаев нет никакой необходимости 
знать, чему она точно равна; достаточно только знать, что она сущест¬ 
вует. Но существование ее, конечно, должно быть доказано. 


§ 148. Область точки на плоскости. 

Кривая на чертеже ПО не лежит слева от прямой АВ , но в области 
точки М , вблизи, около этой точки, она лежит справа от АВ . Мы мо- 
^ жем описать вокруг М круг настолько малого радиуса, 
что если мы будем рассматривать только ту часть плос¬ 
кости, которая лежит внутри этого круга, то часть 
кривой, заключенная внутри его, вся лежит справа от 
прямой АВ. 

Говорят, что кривая 
обладает каким-нибудь 
свойством в области 
точки М, или вблизи 





Черт. ПО. 


Черт. 111. 


точки Лі, если она обладает этим свойством внутри всякого круга, 
описанного около М достаточно малым радиусом, т. е. внутри всякого 
круга, радиус которого меньше некоторой положительной величины. 

На чертеже 111 вокруг точки О мы можем описать круг О настолько 
малого радиуса, что внутри его кривая не пересекает прямой Р (?. По¬ 
этому мы утверждаем, что кривая в области точки О не пересекает 
прямой Рф, хотя вообще она ее пересекает. 


§ 149. Кривая. 

Слово „кривая* употребляется в весьма различных смыслах. 

В анализе кривой прежде всего называют всякий геометриче¬ 
ский образ, который представляется как один непрерывный след 
движущейся точки. 
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Поэтому всякий отрезок мы имеем право тоже назвать кривой 
линией, если мы его рассматриваем не как часть прямой, а как само¬ 
стоятельный геометрический образ, например, как путь точки, переме¬ 
стившейся по нему из Л в В. 

Точно так же с этой точки зрения будет 
кривой и всякий из следующих геометриче¬ 
ских образов (черт. 112). 

В частном случае всякая ломаная линия, 
если ее можно рассматривать как не- Черт. 112. 

прерывный след движущейся точки, тоже 

есть единая цельная линия, а не только совокупности отдельных от¬ 
резков. 

Если кривая, представляющаяся как след точки, пересекается сама 
с собой, то точку пересечения необходимо рассматривать дважды как 
принадлежащую той или другой части кривой. Так, например, если кри¬ 
вую на черт. 113 рассматривать как след точки, движущейся в напра¬ 
влении РМЕКМВ, то надо различать точку М как точку, принадлежа¬ 
щую части РМЕ , от точки М как точки, принадлежащей части КМВ. 

Но если ту же кривую рассматривать как след точки, 
/') движущейся в направлении РМКЕМВ^ то надо различать 

( 2 точку Лі как точку чзсти РМК Л от точки М как точки 

части ЕМВ . 

р Из этого примера ясно, что 

V когда кривая рассматривается как след движу- 

В щейся точки, то очень часто необходимо принимать 

Черт. 113. во внимание то направление, в котором двигалась 

точка, описывая кривую. 

Так, например, чертеж 113 нам дает две различные кривые: кривую 
РМЕКМВ и кривую РМКЕМВ. При вопросе о касательных мы увидим, 
как важно различать эти две кривые. 

Называть кривой только такой геометрический образ, который пред¬ 
ставляется как один непрерывный след точки, оказывается часто не¬ 
целесообразным, потому что в таком случае мы должны были бы рас¬ 
сматривать, например, гиперболу не как одну кривую, а как совокуп 
ность двух кривых. 

В анализе кривой называют также и всякую совокупность 
нескольких непрерывных следов движущихся точек, если эту 
совокупность с какой-нибудь точки зрения рассматривают как 
единый самостоятельный, завершенный в самом себе геометри¬ 
ческий образ. 

В связи с понятием кривой часто приходится пользоваться поняти¬ 
ем ветви. 

Ветвью кривой называется всякая часть кривой, которую по¬ 
чему бы то ни было мы выделяем из всей кривой. 

Так как мотивы, под влиянием которых мы из всей кривой выделя¬ 
ем ту или другую часть, могут быть весьма разнообразны, то одна и 
та же кривая с различных точек зрения может быть разложена на весь¬ 
ма различные ветви. Так, например, если мы имеем окружность радиуса 
а с центром в начале координат, то ее уравнение 
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откуда 


У = ± V — * 2 » 

и у —двузначная функция. Для того чтобы иметь однозначную функ¬ 
цию, мы должны разбить окружность на две половины, на две ветви: 
верхнюю и нижнюю. Для одной 

у = + У а 1 — х 2 , 

а для другой _ 

у = — V а 2 — х 2 . 

Если же мы найдем необходимым рассматривать х как однозначную 
функцию у } то окружность естественно разобьется на две иные ветви: 

на левую, для которой _ 

х = — і/а 2 — у 2 у 

н правую, для которой 

х = -|- У а 2 — у 2 . 

Ниже мы будем рассматривать только такие части кривой, которые 
представляются как один непрерывный след движущейся точки. 


§ 150* Угловые точки кривой. 

Пусть Яф—-часть кривой, представляющаяся как один непрерывный 
след, и М — точка на ней. 

Касательной к кривой в точке М называется предельное поло¬ 
жение секущей, проходящей через точку М . Перпендикуляр к 
касательной в точке М называется нормалью к кривой. 

Как ни просты на первый взгляд понятия касательной и нормали, од- 
нако, лишь только мы их вводим, как немедленно же возникает ряд 
вопросов. Действительно, чтобы получить касательную 
в точке Му мы должны рассматривать предельное по- 
ложение секущей, проходящей через точку М и че¬ 
рез некоторую точку М\ взятую на кривой в области 
точки М (черт. 114). 

Но точку М' можно взять на кривой с той или 
с другой стороны относительно точки М. Спраши¬ 
вается: влияет ли этот выбор точки М г на предельное 
положение секущей, т. е., иными словами, получим 
ли мы одну и ту же касательную, с какой бы сто¬ 
роны к точке М мы ни приближали точку М\ или, напротив, смотря 
по тому, с какой стороны мы ее будем приближать, мы будем получать 
различные предельные положения для секущей, а следовательно, и раз¬ 
личные касательные? Этот вопрос, очевидно, равносилен следующему: 
имеет ли кривая в точке М только одну касательную или она может 
иметь их две? 

Если мы представляем себе какую-нибудь кривую в виде одного не¬ 
прерывного следа, то на первый взгляд кажется, что такая кривая во 
всякой точке имеет только одну касательную. 

Однако легко видеть, что этот взгляд ошибочен. Для этого доста¬ 
точно только рассмотреть, например, кривую, на чертеже 115. Ясно, что 
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Черт. 114. 



нам даст каса- 


в точке Ж ома имеет две касательные. Если мы возьмем точку М' спра¬ 
ва от точки Ж, то предельное положение секущей МЛ 
тельную ЖР; если же мы возьмем точку М ' слева, 
то как предельное положение секущей МВ мы полу¬ 
чим касательную М {?. Следовательно, 

возможны кривые, которые в некоторых 
точках имеют по две касательные. Такие точки 
называются угловыми точками. 

Является вопрос: могут ли быть кривые, все 
точки которых были бы угловыми? 

Мы примем как очевидный геометрический 
факт, что кривые, все точки которых — угловые, 
невозможны *). 

Очевидно, что если кривая имеет угловые точки, то она де- 
п лится ими на несколько частей, на каждой из 

которых, если ее рассматривать отдельно от дру¬ 
гих, уже нет угловых точек. Так, например, кри¬ 
вая на чертеже 116 имеет угловыми точками 
** ^ точки С, О и Е. Ими она разделяется на части АС , 

Черт. 116. СО, ОБ, ЕВ , на каждой из которых, если ее 

рассматривать отдельно, уже нет угловых точек. 

В частном случае всякая ломаная линия есть кривая с угловыми точ¬ 
ками. 




В 


§ 151. Обыкновенные и особые точки кривой. 

Рассмотрим те точки, в которых кривая, представляющаяся как не¬ 
прерывный след точки, имеет только одну касательную. Пусть М —та¬ 
кая точка (черт. 117). Построим в этой точке и касательную, и нормаль 
и предположим, что рассматриваемая кривая получена самым простым 
способом, а именно движением, например, острия карандаша на бумаге. 
В таком случае относительно положения кривой мы наблюдаем следую¬ 
щее: в области точки М кривая лежит по одну сто¬ 
рону касательной, но по разные стороны нормали. 

Спрашивается: всегда ли кривая располагается таким же 
образом относительно своих касательной и нормали 
или, напротив, возможны случаи, когда кривая, напри¬ 
мер, или лежит по разные стороны касательной, или 
по одну только сторону нормали? 

Легко ответить на этот вопрос. 

Пусть Ж — точка, в которой кривая имеет только единственную 
касательную. Воображаем, что в этой точке Ж проведены и касательная 
к кривой, и нормаль, и будем рассматривать кривую только около точки Ж, 
в области точки Ж. Тогда нетрудно видеть, что возможны следующие 
четыре случая, каждый из которых фактически может осуществиться: 

1-й случай . Кривая около точки прикосновения лежит по одну 
сторону касательной, но по разные стороны нормали (черт. 117). 

Такие точки называются обыкновенными точками. 



Черт. 117. 


•) В дальнейшем мы расширим понятие кривой, так что она не будет вполне 
соответствовать нашему наглядному представлению кривой. Для таких обобщен¬ 
ных кривых это утверждение неверно. 
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2- й случай. Кривая около точки прикосновения лежит на раз¬ 
ных сторонах как относительно касательной» так и относительно 
нормали (черт. 118). 

Такие точки называются точками перегиба. 

3- й случай . Кривая около точки прикосновения лежит на разных 
сторонах относительно касательной» но по одну сторону относи¬ 
тельно нормали (черт. 119). 

Такие точки называются точками возврата первого рода. 

4 й случай. Кривая около точки прикосновения лежит по одну 
сторону и относительно касательной» и относительно нормали 
(черт. 120). 

Такие точки называются точками возврата второго рода. 

Точки перегиба и точки возврата называются особыми точками 
кривой. При этом точки возврата часто называются существенно 
особыми» а точки перегиба — несущественно особыми. 

Когда точки кривой разделяют на обыкновенные точки, на точки 
перегиба и на точки возврата, то при этом принимается во внимание 



Черт. 118. Черт, 119. Черт. 120. Черт. 121. Черт. 122. 


только область рассматриваемой точки. На чертеже 121 касательная 
в точке М пересекает кривую в нескольких точках. Вся кривая частью 
лежит по одну сторону касательной, частью по другую. Но точка М — 
обыкновенная точка, потому что в области этой точки, около нее, 
кривая лежит по одну сторону касательной и по разные стороны нормали. 

Правильной кривой или правильной частью кривой называется 
всякая кривая или всякая часть кривой, которая имеет только обы¬ 
кновенные точки, или точки перегиба, но не имеет точек возврата, тем 
более угловых точек. 

Кривая, которая состоит из нескольких правильных частей, 
называется кусочно-правильной. 

Если кривую, имеющую точки возврата или угловые точки, разделим 
этими точками на части, то каждая из этих частей уже будет правильной. 

Точка Е на чертеже 122 есть точка возврата для всей кривой. Но для 
правильной части йЕ как конец ее она перестает быть таковой, ее 
причисляют к обыкновенным точкам. 

Ломаная линия есть кусочно*правильная. Всякая сторона ее есть правиль¬ 
ная кривая. 

§ 152. Заключение. 

1. Достаточно малая величина есть величина, модуль которой 
меньше некоторой положительной величины. 

2. Область точки есть внутренняя часть круга, описанного около 
точки достаточно малым радиусом. 

3. Угловыми точками называются точки с двумя касательными. 

4. Точки с одной касательной детятся на обыкновенные точки, 
на точки перегиба и точки возврата первого или второго рода. 
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ГЛАВА ДВАДЦАТЬ ПЕРВАЯ 


Е-СВОЙСТВО ПРЕДЕЛА ФУНКЦИИ. 

Мы в свое время ввели понятие о правом и левом пределах 
функции. 

Если мы теперь точно и явно выразим то, что скрывается под сжа¬ 
тым выражением .предел функции* 1 , то получим одно чрезвычайно важ¬ 
ное свойство предела; так как в формулировку этоЛ) свойсіва обыкно¬ 
венно вводят греческую букву е (эпсилон), мы его назовем е-свойство 
предела (читается: эпсилон-свойство). 

§ 153. г-свойство конечного предела функции. 

Функция }(х) может иметь в точке а правый предел только тогда, 
когда она определена в некоторой области справа от точки а. Что 
касается значений функции в точках, лежащих слева от а , а также ее 
значения в самой точке а у то они при суждении 
о правом пределе совершенно не принимаются во 
внимание. Функция даже может и не быть в них 
определена. Поэтому мы предположим, что мы имеем 
некоторую однозначную функцию /(*), определенную 
в некоторой области справа от точки а. Следова¬ 
тельно, мы предположим, что существует справа от а 
некоторый, быть может, очень малый интервал ( а , р ), 
во всякой точке которого, кроме, быть может самой, точки а у функ¬ 
ция имеет единственное значение. Также предположим, что она в 
этой точке имеет конечный правый предел А . Больше никаких пред¬ 
положений относительно функции мы допускать не будем. Поэтому 
дальнейшие наши выводы будут справедливы относительно всяких функ¬ 
ций, как прерывных, так и непрерывных. Поэтому же следует избегать 
представлять себе эту функцию как способную изображаться непрерывной 
линией или кусками непрерывных линий. Лучше всего геометрический 
образ, изображающий ее, представлять себе в виде облака точек, раз¬ 
бросанных по плоскости в совершенном беспорядке (черт. 123). 

Сказать, что А — правый предел функции /(х) в точке а ,— это значит 
утверждать, что функция должна стремиться к А у по какому бы закону 
х ни приближался к а справа. Таким образом, закон изменения аргу¬ 
мента безразличен, а потому для цели доказательства мы вправе выб 
рать его по возможности наиболее простым. 

Мы предположим, что * приближается к а справа непрерывно и мо¬ 
нотонно, не колеблясь. При таком предположении мы имеем такое по¬ 
ложение вещей: если х бесконечно приближается к а справа моно• 
тонно и непрерывно , то /{х)—*А. 

Но что значит выражение п /(х) стремится к А как к своему пре¬ 
делу?* Это значит:»какое бы как угодно малое положительное е мы ни 
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2 38 - 
Черт. 123. 


взяли, необходимо, начиная с некоторого момента, будет иметь место 
неравенство 


I Ах)-А ( О 


( 1 ) 


Пусть в этот момент, который назовем моментом /, аргумент х на¬ 
ходится в точке К с абсциссой а-{-7\ )у где г п —необходимо некоторая 
положительная вэличина, потому что х приближается к а справа 
(черт. 124). После момента і аргумент х будет последовательно пробегать 
все точки интервала (а, а -Н г л)> так как он приближается к а непрерывно 
^ и монотонно. Поэтому все те значения, которые х 

Д -. будет принимать после момента /, будут удовлетво- 

а *Пл рять неравенству 

Черт. 124. \х — а|<і]і, (2) 


Так же ясно, что всякое значение, которое удовлетворяет этому не¬ 
равенству, х получит после момента і . Но после этого момента /(*) 
получает только такие значения, которые удовлетворяют неравенству (1). 
Мы видим, что после того, как выбрано е, можно найти такое положи¬ 
тельное что если имеет место (2), то необходимо имеет место и (1). 
Получается: 

Теорема об е-свойстве конечного правого предела функции . 

Если А — конечный правый предел функции /( х) в точке а, то 
для всякого как угодно малого положительного е можно найти та¬ 
кое положительное г і2 , что для всякого х, лежащего справа от а, 
всегда 


если 


|/(*)-Л|<е, (1) 

|ДГ — в|<7),. (2) 


Конечно, если мы будем брать различные значения для е, то будем 
получать и различные значения для г іг При этом, как правило, чем 
меньше будет взято значение для е, тем меньше получится и значение 
для Но теорема утверждает, что, как бы мало мы ни взяли в, все- 
таки всегда соответствующее т і2 существует. Это свойство имеет боль¬ 
шое значение для теории функций и вот почему. 

Когда мы говорим, что А есть правый предел функции в точке а, 
если функция бесконечно приближается к А при х , бесконечно прибли¬ 
жающемся к а справа, то при этом как аргумент лг, так и самую функ¬ 
цию /(х) мы должны мыслить в процессе изменения. Но свойство, вы¬ 
ражаемое неравенствами (1) и (2), уже не требует, чтобы х мыслился 
в процессе изменения. Эти неравенства просто говорят, что если мы 
аргументу х дадим такое значение, которое удовлетворяет неравенству 
(2), то функция получит такое значение, которое удовлетворит неравен¬ 
ству (1). Ни о каком процессе изменения уже здесь нет и речи. 

Геометрически эту теорему можно истолковать так. Пусть Р — точка 
с абсциссой а и ординатой А. Эта ордината, следовательно, изображает 
предел в точке а функции /(дг). 

Пусть Р(х, у) — точка, изображающая значение функции для произ¬ 
вольного х (черт. 125). Воображаем, что построены точки, соответствую¬ 
щие всевозможным значениям х. Так как мы не предполагаем, что 
функция Дх) непрерывна, то эти точки будут вообще разбросаны как 
угодно на плоскости. . 
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Откладываем на ординате точки Р вверх и вниз отрезки, по длине 
равные е, и через концы их проводим прямые Ой' и 00', параллельные 
оси X. Получим полосу. Так как ее ширина равна 2а, то назовем ее 
полосою 2е. 

Если точка Р лежит в этой полосе, то ее ордината удовлетворяет 
неравенству 

\У~А\<е- ( 3 ) 

Обратно, еспи ордината точки удовлетворяет этому неравенству, то 
точки лежат в полосе 2е. 

Построив на оси X точку а + ^, будем рассматривать функцию 
в интервале (а, а Чі)* Теорема говорит, что если | х — гх I <Г эт,, т. е. 
если точка х лежит в интервале (а, то 

I У —А I <е, 

т. е. точка М лежит в полосе 2е. Следовательно, геометрический смысл 
теоремы таков: 

Какую бы как угодно малой ширины мы ни взяли полосу 2г, 
всегда можно найти настолько малый интервал ( а , а + г^), что пока 
х лежит в этом интервале, точки 9 изображающие значения функции, 
лежат в полосе 2з. 


м 




-а 

-с’ 


о- 

с- 


-с? 

-с 


а о+ъ 
Черт. 125. 


Черт. 126. 


Если мы уменьшим ширину полосы, то должны будем уменьшить и 
длину 7) 1 интервала (а, а т^). 

Если мы предположим, что функция справа от а изображается не¬ 
прерывной кривой, то точка я + будет абсциссой той точки, в 
которой кривая, идя от Я, пересекает в первый раз при выходе из по¬ 
лосы одну из прямых ОО' или ОО г (черт. 126). 

Мы пока рассматривали правый предел функции. Но функция может 
иметь также и левый предел. Относительно его можно также доказать 
соответствующее е-свойство. При этом доказательство будет вполне ана¬ 
логично предыдущему. Все различие будет заключаться в замене слова 
„правый" словом „левый*. 

е-свойств о конечного левого предела функции . Если А — конеч¬ 
ный левый предел однозначной функции /(*) в точке А, то для 
всякого как угодно малого положительного е можно найти такое 
положительное 7] 2 , что всегда 

|/(*)-А|<е, (4) 

если 

I •*—« I <ѵ ( 5 > 

каково бы ни было е. 

Пусть х монотонно и непрерывно приближается к а слева и пусть 
он принимает значение а — У) 2 (чёрт. 127) в тот момент, начиная с ко¬ 
торого имеет место неравенство (4). Значения, удовлетворяющие неравен- 
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ству (5), х будет принимать только после этого момента, а потому для 
всех этих значений имеет место неравенство (4). Теорема доказана. 

Если функция имеет в точке а как левый, так и правый пределы и 
если эти пределы равны, то общее их значение называется просто пре¬ 
делом функции в точке я. 

г свойство конечного предела функции . Если А — конечный 
предел однозначной функции х ) в точке а , то для всякого как 
угодно малого положительного г можно найти такое положитель¬ 


ное г,, что 


если 


при всяком х. 


| Дх) — А | <е, 

I х—а | <ч 


( 6 ) 

(7) 




Черт. 127. 




1 П 

Черт. 


*Т» 


128. 


Рассматривая функцию только в области справа от а , мы будем 
иметь А как правый предел, а потому по первой теореме можно найти 
такое г п , что (6) необходимо имеет место, если 

\х — в|<т],. (8) 

Рассматривая же /( х) только слева от я, мы по второй теореме мо¬ 
жем найти такое г І2 , что (6) необходимо имеет место, если 

\х — д|0 /2 . (9) 

Обозначаем через і] какое-нибудь положительное число, которое 
было бы одновременно меньше обоих чисел 7], и 7) 2 (черт. 128), и 
строим интервал (а — т), а 4*4)- Он будет весь лежать внутри интервала 
( а —Г| 2 , а 4-^). Пусть х имеет какое-нибудь такое значение, ко¬ 
торое удовлетворяет неравенству (7). Если при этом х >я, то имеет место 
(8), а потому и (6); если же х<^а, то имеет место (9), а потому 
опять (6). Следовательно, всегда, если имеет место неравенство (7), то 
справедливо и неравенство (6). Теорема доказана. 

Таким образом, мы имеем три теоремы о пределе функции, потому 
что существуют пределы трех родов: правые, левые и простые, или обык¬ 
новенные пределы. Легко видеть, что все эти три теоремы объединяются 
в одну следующую: 

Общая теорема об е- свойстве предела функции . Если А — 
правый, левый или обыкновенный, но конечный предел однознач¬ 
ной функции /( х ) в точке а, то для всякого положительного как 
угодно малого е можно найти такое положительное т і9 что при вся¬ 
ком х всегда 

\/(х)-А |<е, (10) 

если 

|*-а|< 4 . (И) 

При этом, если А — правый предел, то * принимает только значения, 
которые больше а . Если же А — левый предел, то для х возможны только 
значения, меньшие а. 

226 





Как известно, величина, которая может принимать значения, модуль 
которых меньше всякой наперед заданной положительной величины, на¬ 
зывается сколь угодно малой. Величина называется достаточно малой, 
если модуль ее должен быть меньше некоторой положительной величины. 
Пользуясь этой терминологией, доказанную теорему можно формулиро¬ 
вать так: 

Разность между функцией и ее пределом сколь угодно мала, если 
разность между аргументом и его пределом достаточно мала . 

Еще раз указывается читателю на неизбежную необходимость прочно 
и вполне сознательно усвоить и эту теорему, и ее доказательство. Как 
раз усвоение доказательства может служить мерилом, насколько освоено 
содержание теоремы. Если доказательство не развертывается перед умом 
легко и свободно, то это самый верный признак, что ум еще не овла¬ 
дел теоремой. Пусть усердный читатель остерегается в таком случае 
снова и снова повторять и перечитывать доказательство. Он должен от¬ 
ложить его на день или два, чтобы потом снова вернуться к нему. Если 
дело окажется в том же положении, то пусть отложит на более продол¬ 
жительное время, предоставив своему бессознательному справиться 
с предложенной ему задачей. 

§ 154. Заключение. 

Если А — предел функции (правый, левый или обыкновенный) 
в точке с , то для всякого как угодно малого положительного в 
можно найіи таксе положительное т], что при всяком х 

\/(х) — А I <е, если | * — с | <т]. 



ГЛАВА ДВАДЦАТЬ ВТОРАЯ 


КЛАССИФИКАЦИЯ ФУНКЦИЙ И МАТЕМАТИЧЕСКИХ 
ВЫРАЖЕНИЙ. 

Бесконечное множество функций может быть разделено на различ¬ 
ные классы. Эту классификацию можно провести с различных точек 
зрения, в зависимости от того, на какие свойства функций мы будем 
обращать внимание, относя их к тому или иному классу. В этой 
главе мы рассмотрим их классификацию с точки зрения тех действий, 
которые должны быть произведены над значениями аргументов для по¬ 
лучения значения функции. Очевидно, что классификация с этой точки 
зрения должна опираться на предварительную классификацию действий. 

§ 155. Классификация действий. 

Все действия над «гислами разделяются на алгебраические и 
трансцендентные. Алгебраическими действиями называются сложе¬ 
ние, вычитание, умножение, деление, извлечение корня, возвыше¬ 
ние в целую или дробную степень. Все остальные действия назы¬ 
ваются трансцендентными. 

В элементарной математике изучаются только два трансцендентных 
действия: логарифмирование и возвышение в несоизмеримую степень. В 
высшей математике количество этих действий несколько расширяется. 

Под действием в самом широком смысле мы будем разуметь всякий 
переход от одного или нескольких данных чисел к новому числу по 
какому бы то ни было вполне определенному правилу, но при условии, 
что 5то правило обозначается общепринятым символом, который и служит 
знаком этого действия. 

С этой точки зрения переход от дуги к ее любой тригонометрической 
функции можно рассматривать как особое действие, и мы, таким обра¬ 
зом, получаем действия, которые можно назвать действиями синуса, ко¬ 
синуса, тангенса и котангенса. 

Точно так же и переход от аргумента к любой круговой функции 
мы тоже будем рассматривать как особое действие. Придерживаясь 
этой точки зрения, мы можем сказать: 

К классу трансцендентных действий принадлежат следующие 
действия: 

1) действие возвышения в несоизмеримую степень; 

2) действие логарифмирования; 

3) тригонометрические действия, знаки которых 

8Іп, с08; 1§ 9 СІ& 

4) круговые действия, знаки которых 

агс 8Іл, агс со$, агс 1%, агс СІ& 
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Кроме этих, нет никаких трансцендентных действий, обладаю¬ 
щих общепринятыми знаками для их обозначения. 

§ 156. Явные и неявные функции. 

Функции прежде всего разделяются на явные и неявные. 

Если зависимость функции от ее аргументов дается непосред¬ 
ственно каким-нибудь математическим выражением, то функция 
называется явной. 

Например, если Ѵх 4-5,у 

и 3 $1п х -|- 21 %у ’ 

то и — явная функция х и у. 

Но очень часто зависимость функции от аргументов дается уравне¬ 
ниями. Так, например, у может находиться в такой зависимости от лг, 
что 

зіп д: -)— 2у сое 2^ = 0. 

Если функция определяется одним или несколькими уравнениями» 
которых мы не можем или не хотим решить, то функция называется 
неявной функцией. 

Согласно этому определению, если зависимость у от х дана уравне¬ 
нием 

У 2 =х, 

то, пока мы не решим этого уравнения, у — неявная функция. Но если 
мы решим его и напишем 

У = ±Ѵх, 

то у из неявной функции обратится в явную. 

Мы рассмотрим сначала классификацию явных функций, т. е., точнее 
говоря, классификацию математических выражений. Для этой цели вы¬ 
ясним сначала понятия одночлена и многочлена. 

§ 157. Одночлен. 

В элементарной алгебре понятие одночлена обыкновенно определяют 
так: одночлен есть выражение, в котором последнее действие не есть 
сложение или вычитание. Такое определение в сущности неверно. Оно 
может быть терпимо только из педагогических соображений. 

Мы будем в дальнейшем употреблять понятие одночлена в двух 
смыслах, в широком и узком. 

Одночленом в широком смысле слова называют всякое выраже¬ 
ние, которое в данный момент желают рассматривать как одна 
член, как одно число. 

Так, например, когда ученик вывел формулу 

(а Ь) (а — Ь) = а % — Ь % , 

то, чтобы применить ее, например, к такому выражению: 

(х-\-у + г) (х+у — г), 


229 



^его учат рассматривать х + у как одно число, не как сумму двух чи¬ 
сел, а как одночлен. И ученик довольно скоро схватывает эту идею и 
пишет: 

(х+у + г)(х+у — г) = {х-{-у) 2 — г 2 . (1) 

Потом, если потребуется, он напишет также, что 

{х-\-у)* = х г -\-2ху-{-у 2 . (2) 

Когда он пишет равенство (1), он рассматривает л:-у как одно 
число, как одночлен. Но когда он пишет равенство (2), он уже пере¬ 
стает рассматривать это выражение как одночлен, а рассматривает его 
как сумму двух чисел, как двучлен. В течение очень короткого времени 
одно и то же выражение рассматривается им то как одночлен, то как 
сумма одночленов, как многочлен. 

Из этого примера ясно, что когда про какое-нибудь выражение го¬ 
ворят, что оно есть одночлен, то этим і е столько определяют его сущ¬ 
ность, сколько указывают на ту точку зрения, с которой хотят его рас¬ 
сматривать в данный момент. 

Алгебраическую сумму одночленов в широком смысле назы¬ 
вают многочленом в широком смысле. 

Моном и полином — греческие названия одночлена и многочлена. 

Конечно, поскольку понятие одночлена шатко, постольку шатко 
и понятие многочлена. Выражение 

аЬ -{- Ьс -|- са 

есть трехчлен, т. е. многочлен, пока каждое из слагаемых аЬ у Ьс у са 
мы рассматриваем как одночлен. То же выражение становится двучле¬ 
ном, если мы станем аЬ 4- Ьс рассматривать как одночлен. 

Надо отличать одночлен в широком смысле слова от одночлена 
в лесном смысле слова. 

Одночленом в тесном смысле слова называется всякое выра¬ 
жение типа 

ах т у п ... гР , 

где а — постоянное, х, у,..., г — переменные. Сумма показателей 
т + й + .называется измерением одночлена, или его сте¬ 
пенью. 

В этой главе под одночленом мы будем понимать исключительно од¬ 
ночлен в тесном смысле слова. 

§ 158. Многочлен. 

Ввиду выдающейся роли многочлена остановимся подробней на вы¬ 
яснении его понятия. 

Подобно одночлену, надо различать понятие многочлена в узком 
и широком смысле. 

Многочленом в широком смысле слова называется всякая алгеб¬ 
раическая сумма одночленов в широком смысле слова. 

Таким образом, если л:, у, г — переменные, то выражение 

З* 2 + 5ІП {у + 2 ) -}- Іе (х 4- 2г) 
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будет многочлен в широком смысле, пока каждое слагаемое, из каких 
бы то ни было соображений, мы рассматриваем как одночлен. Но оно 
не будет многочленом в тесном смысле слова. 

Многочленом в тесном смысле слова называется всякое выра¬ 
жение, содержащее переменные, его аргументы, и составленное 
с помощью только следующих действий: сложения, вычитания, 
умножения и возвышения в целую и положительную степень. 

Многочлен в тесном смысле слова мы будем называть многочле¬ 
ном как функция своих аргументов. 

Так, например, выражение 

(2 + Злг ? )4 (5 — Зл: + 7*3) + (4 — лг) 2 (1 + х)* 

есть многочлен как функция своего аргумента, но не потому, что по¬ 
следнее действие есть сложение, а только потому, что над аргументом 
х не производится никаких иных действий, кроме действий сложения, 
вычитания, умножения и возвышения в целую и положительную степень. 
На том же основании многочленом будет и выражение 

(1 + 2 *+**)*, 

потому что оно составлено только с помощью действий, указанных 
в определении. Следовательно, многочлен как функция может и не 
быть суммой одночленов. 

Рассмотрим теперь, в какой наиболее простой форме может быть 
представлен всякий многочлен в тесном смысле слова. 

Пусть х } _у,..., г — аргументы, а, с — постоянные величины. 

Предположим сначала, что над аргументами мы производим только одно 
действие, а именно возвышение в целую положительную степень. Произ¬ 
ведя над каким-нибудь аргументом только один раз это действие, мы 
получим выражение типа 

X м , У*,..., **, (1) 

т. е. получим так называемые степенные функции с целыми и положи¬ 
тельными показателями. 

Повторяя над такой функцией несколько раз то же самое действие 
возвышения в целую и положительную степень, мы каждый раз снова 
будем получать степенную функцию того же типа, потому что 

(х т ) п = х та . 

Следовательно, если над аргументами функции производится хотя 
бы и несколько раз, только действие возвышения в целую и положи¬ 
тельную степень, то функция может быть окончательно представлена 
в форме степенной функции с целым и положительным показателем. 

Предположим теперь, что над аргументами функции мы можем про¬ 
изводить только два следующих действия: умножение и возвышение 
в целую и положительную степень. 

Пока мы будем производить только действие возвышения в степень, 
мы будем получать выражения типа (1). Поэтому, когда нам придется 
в первый раз производить умножение, то мы будем иметь в своем рас¬ 
поряжении только выражения типа (1). Следовательно, после первого 
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умножения мы можем получить только выражение типа х т , у *.... г р г 
которое, если его помножить на постоянную величину, даст выражение 
типа 

ах т у п ... гР , 

т. е. одночлен в узком смысле слова. 

Ясно теперь, что если такой одночлен возвести в целую положитель¬ 
ную степень, то в результате тоже получится одночлен, потому что 

( ах т у п .. .гР)ч = аЯх т< *у П( *.. 

Если перемножить несколько одночленов, то произведение их может 
быть представлено тоже в виде одночлена. Следовательно, выражение, 
над аргументами которого производятся только два действия: умножение 
и возвышение в целую положительную степень, всегда может быть пред¬ 
ставлено в форме одночлена. 

Теперь нетрудно уже видеть, в какой форме может быть представлен 
всякий многочлен. Пока мы будем производить только умножение и воз¬ 
вышение в степень, мы будем получать только одночлены. Поэтому пер¬ 
вое сложение нам необходимо даст сумму одночленов, т. е. выражение 
вида 

ах т у а .. шгР±Ьх г у* 9 . ,г *±.. ь -±^сх н у ^.. .г*. 

Но нетрудно убедиться, что если сумму одночленов помножить на 
сумму одночленов же, то в произведении получим сумму одночленов же. 
Точно так же получим сумму одночленов, если сложим несколько сумм 
одночленов. Таким образом, производя только действия сложения и умно¬ 
жения над суммами одночленов, мы всегда будем получать опять суммы 
одночленов. Заключаем: 

Всякий многочлен всегда может быть представлен в виде суммы 
одночленов, т. е. в виде суммы 

ах т у п .. .гР±Ьх г у *.. .г* ±.. .. .г* . (2) 

Степень того одночлена, который имеет наибольшую степень, 
называется степенью многочлена. 

Заметим, что всякую постоянную величину с всегда можно рассма¬ 
тривать как частный случай многочлена, потому что с можно предста¬ 
вить в такой форме: 

сх°у°. . . 2 ° 

Ввиду изложенного читатель должен отвыкнуть от школьной точки 
зрения, что многочлен есть только выражение типа (2) ? т. е. что мно¬ 
гочлен есть обязательно сумма одночленов. По определению многочлен 
есть функция, над аргументами которой производятся только действия 
сложения, вычитания, умножения и возвышения в целую положительную 
степень. Поэтому функция 

Зх* 

есть многочлен в этом смысле слова; она в то же время является и од¬ 
ночленом. Точно так же и функция 

{(2*+1)»+5ж + 7}*, 
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не будучи суммой одночленов, есть в то же время многочлен. Хотя мы 
и доказали, что всякий многочлен может быть представлен как сумм» 
одночленов, но из того, что он может быть так представлен, не следует, 
что он и должен быть всегда представлен в такой форме. 

§ 159. Рациональное выражение. 

По степени сложности за многочленами идут рациональные выражения. 
Математическое выражение называется рациональным, если оно 
составлено только с помощью следующих так называемых рацио¬ 
нальных действий: сложение, вычитание, умножение, деление и воз¬ 
вышение в целую положительную или отрицательную степень. 
Пусть х,_у,...» г — аргументы некоторого рационального выражения. 
Мы можем производить действия сложения, вычитания, умножения 
и деления как над самими переменными величинами, так и над получен¬ 
ными результатами. 

Рассмотрим момент, когда нам приходится производить деление в пер¬ 
вый раз. 

Так как предыдущие действия в таком случае состоят только из 
сложения, вычитания и умножения, то результатом их могут быть только 
многочлены. 

Следовательно, когда нам придется производить в первый раз деле¬ 
ние, то в самом общем случае это будет деление многочлена на много¬ 
член, а потому мы получим выражение вида 

В * 

где А и В — многочлены. Таково, например, выражение: 

— Зх 2 + Зху-{-72 5 
5 -\-хуг-\-х*& 

Если теперь мы имеем несколько таких выражений, например, два 
А С 

выражения — и —, где буквы обозначают многочлены, то легко видеть, 
о О 

что сумма и произведение их могут быть тоже представлены в форме 
частного от деления многочлена на многочлен, потому что 

А С Ай + ВС А С _ АС 

в~*~о~~ ВО 1 в' ВО' 

Отсюда следует, что: 

Всякая рациональная функция может быть представлена в виде- 
частного двух многочленов. 

Так, например, выражение 

\ х+у ■ 1 1 І хА-у 1 1 
[х-у-г у і и —у у і 

есть рациональная функция. Она может быть представлена в таком виде: 
х 2 у 2 4- 2 ху*— х 2 + 2 ху — у 2 
х 2 у 2 — 2ху*-\-у* 
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Обратим внимание на то, когда говорят, что рациональное выражение 
есть выражение, составленное только с помощью действий сложения, 
вычитания, умножения, деления и возвышения в целую степень, то при 
этом отнюдь не предполагают, что выражение должно быть составлено 
обязательно с помощью всех этих действий. Некоторые из них могут 
отсутствовать. Так, например, в рациональном выражении 

1 —л; 

1 + х 

отсутствует умножение. В частном случае, если в данном рациональном 
выражении отсутствует деление, то оно, будучи рациональным, в то же 
время будет и многочленом. Следовательно, всякий многочлен есть 
частный случай рациональной функции . 

Если в число действий, с помощью которых составлено рацио¬ 
нальное выражение, входит также и деление, то выражение будем 
называть дробным рациональным выражением. 

Следовательно, рациональные выражения распадаются на два класса: 
на многочлены и на дробные выражения. 


§ 160. Классификация функций. 

Перейдем теперь к общей классификации функций и математических 
выражений. 

Хотя всякое математическое выражение есть функция своих аргумен¬ 
тов, однако классификация функций совпадает с классификацией мате¬ 
матических выражений только отчасти, но не вполне. Это потому, что, 
как мы видели, понятие функции есть сложное понятие, и необходимо 
различать функцию как математическое выражение от функции как 
зависимая величина. 

Рассмотрим сначала классификацию математических выражений. 

Все математические выражения прежде всего делятся на два 
обширных класса: на алгебраические и трансцендентные. 

Алгебраическим называется всякое выражение, составленное 
с помощью только одних алгебраических действий. 

Всякое выражение, в которое, кроме алгебраических, входит 
хоть одно трансцендентное действие, называется трансцендентным. 

Следовательно, выражение 

а: —|— 5 $Іп х 


есть выражение трансцендентное. Примерами алгебраических выражений 
могут служить следующие: 


і) 


(2 + Злу)Ч2л: + 5 г ) 2 , 


3 -|- 7ху 3 у г 

' 8 + 92* ~ і_ лг 2 у* ’ 


6 > - -- 


Каждое из них есть алгебраическое, потому что каждое из них со¬ 
ставлено только с помощью алгебраических действий. Но в то же время 
между ними наблюдается следующее различие: в выражение (3) входит 
действие извлечения корня, а остальные выражения составлены без него. 

Алгебраическое выражение называется иррациональным, если 
в него входит действие извлечения корня; оно называется рацио- 
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нальным, если оио составлено только с помощью рациональных 
действий, без действия извлечения корня. 

В свою очередь, и между рациональными выражениями (1) и (2) за¬ 
мечается различие: в первом из них нет действия деления, во втором 
оно есть. 

Рациональное выражение называется дробным выражением, 
если в число действий, с помощью которых оно составлено, вхо¬ 
дит и деление; если же ётого действия нет, то выражение назы¬ 
вается многочленом. 

Ясно теперь, что классификацию выражений можно представить 
в следующей таблице: 

математическое выражение 
трансцендентное алгебраическое 

иррациональное рациональное 

дробное многочлен 

Самым простым выражением является многочлен. Он составляется 
только с помощью действий сложения, вычитания, умножения и возвы¬ 
шения в целую положительную степень. 

Прибавляя действие деления, получим дробное выражение; прибавле¬ 
ние действия извлечения корня даст иррациональное выражение; при¬ 
сутствие хоть одного трансцендентного действия является признаком 
трансцендентного выражения. 

Многочлены и дробные выражения объединяются в один класс рацио¬ 
нальных. 

По степени сложности своей структуры математические выра¬ 
жения идут в таком порядке: 

1 рацио,,альные \ 

2) дробные ) } алгебраические 

3) иррациональные I 

4) трансцендентные 

Теперь мы перейдем к классификации функций. 

Понятие функции, как было указано в свое время, есть сложное 
понятие. Соответственно с этим и под функцией мы разумеем то зависи¬ 
мую величину, то математическое выражение. 

Когда мы математическое выражение называем функцией, мы 
мыслим его не просто как выражение, рассматриваемое само по 
себе, но как выражение закона зависимости некоторой величины 
от его аргументов. 

Таким образом, если мы говорим: пусть имеем функцию. 

х Л-у 

Ѵ*+7 2 ' 

то мы мыслим не только одно это выражение, но, хотя явно на это 
н не указываем, также и некоторую величину г, значения которо^ 




связаны со значениями х и у равенством 

_ . х+у 

V х 3 +у 2 ' 

Мы рассмотрели классификацию функций как чисто математических 
выражений. Теперь рассмотрим классификацию функций как зависимых 
величин. 

С этой точки зрения мы уже разделили функции на явные и неявные. 

На первый взгляд казалось бы, что при классификации явных функций 
не может встретиться никаких затруднений. Так как зависимость явной 
функции от ее аргументов дается математическим выражением, то ка¬ 
жется естественным относить функцию как зависимую величину к тому 
классу, к которому принадлежит соответствующее ей математическое 
выражение. Но тут мы встречаемся с одним очень серьезным затруд¬ 
нением. Простой пример его отчетливо выяснит. Пусть имеем функцию: 


соз 2 (агс х )' 

В правой части стоит трансцендентное выражение. Поэтому кажется 
вполне естественным сказать, что г есть трансцендентная функция и 
притом достаточно сложная. Но пусть 


Из (1) имеем: 


и — атсіцх, і%и = х. 


1 $Іп 2 и -|- соз 2 и 




Мы видим, что одновременно с (1) также имеем 

г=\+х\ (2) 

Таким образом, зависимость г от х может быть представлена любым 
из двух выражений: 

—■ :- г -г И 1 Л 2 . 

соз (агс і%х) 


Но эти два выражения глубоко различны. Что же теперь мы скажем: 
есть ли г трансцендентная функция или многочлен? 

Если зависимость г от х дана равенством (1), то мы скажем, что г 
по внешней форме есть трансцендентная функция, а по суще¬ 
ству многочлен. 

Выясним точнее эти понятия .по внешней форме® и „по существу®. 
Математические выражения могут быть преобразованы друг в друга, 
причем данное выражение и то, в которое оно преобразуется, могут 
принадлежать не к одному и тому же классу. Примером могут служить 
как раз выражения (1) и (2). Так как при всяком х 

_ 1 _ = 1 _ 1 _ х 2 

соз 2 (агенде) * 

следовательно, возможны трансцендентные выражения, преобразующиеся 
в многочлен. 
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Мы будем говорить, что данное математическое выражение по 
внешней форме принадлежит к тому классу, к которому его должно 
отнести, принимая во внимание те действия, с помощью которых 
оно составлено, и что в то же время по существу оно принадлежит 
к тому самому простому классу, в который оно может быть пре¬ 
образовано. 

Согласно этому определению, выражение (1) по внешней форме есть 
трансцендентное, а по существу — многочлен. Точно так же выражение 

1 —Ѵ~х 
х — х У х 

по внешней форме есть иррациональное, а по существу дробное, потому 
ЧТ ° 1 —Ух ^ 1 

х—х Ух х 

Узнать, к какому классу принадлежит данное выражение по внеш¬ 
ней форме, очень просто. Для этого достаточно внимательно всмотреться 
в него. Но узнать, к какому классу оно принадлежит по существу, часто 
оказывается чрезвычайно трудной задачей. 

При классификации явных функций, т. е. функций, данных ма¬ 
тематическим выражением, их всегда относят не к тому классу, 
к которому принадлежит математическое выражение по своей внеш¬ 
ней форме, а к тому, к которому оно принадлежит по существу. 

Следовательно, если 

1—х°- 

то мы должны сказать, что г —не дробная функция, а многочлен. 

Что касается неявных функций, то их разделяют тоже на алгебраи¬ 
ческие функции и трансцендентные. Вообще мы имеем такое самое общее 
определение алгебраических и трансцендентных функций: 

Функции называются алгебраическими, если те уравнения, с по¬ 
мощью которых они определяются, могут быть представлены в форме 
многочленов, приравненных нулю. Все остальные функции назы¬ 
ваются трансцендентными. 

Поэтому, если у как функция х определен уравнением 

Зл: 2 -|- 5*у + 7у в = О, 

то у — алгебраическая функция; но если его зависимость от х дана 
уравнением 

2ху + зіп (х +у) + V = О, 

то он будет уже трансцендентной функцией. 

Данное общее определение алгебраических и трансцендентных функ¬ 
ций заключает в себе как частный случай и ранее данные определения 
для явных рациональных и иррациональных функций. Действительно, 
если у рациональная функция, то, как мы видели, у может быть пред¬ 
ставлен в форме до 

у ~ ФИ’ 
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где ір (лг) и ф ( х ) многочлены. Но в таком случае 

уФ(*) — <р(*)=° 

и у можно рассматривать как неявную функцию, определенную урав¬ 
нением, левая часть которого многочлен. 

В высшей алгебре доказывается, что и всякую иррациональную 
функцию можно всегда представить как функцию, определенную урав¬ 
нением, левая часть которого многочлен, а правая нуль. 

В заключение отметим, что: 

Когда говорят о действиях, с помощью которых получается дан¬ 
ное математическое выражение, то всегда имеют в виду только 
действия над аргументами или над аргументами и постоянными 
величинами. 

Но действия, производимые только над одними постоянными вели¬ 
чинами, не принимаются во внимание, потому что все постоянные ве¬ 
личины, появляющиеся при построении выражения в результате действий 
над постоянными же величинами, рассматриваются как данные постоян¬ 
ные величины. Поэтому, например, выражение 

^7 + /1 + ( 5 +] В 3 )** • ( 3 ) 

есть многочлен, хотя в нем встречаются действия и извлечения корня, 
и логарифмирования. Но эти действия совершаются только над постоян¬ 
ными величинами, а потому те числа, которые получаются в результате 
этих действий, рассматриваются как данные постоянные величины. Стоит 
только ввести обозначения 

а = ]/ 7 + 1/2, * = Іе 3-|-5 

и представить выражение (3) в форме 

а -|- Ьх*, 

чтобы ясно видеть, что мы имеем многочлен. 

§ 161. Классификация чисел. 

Кроме деления действительных чисел, с одной стороны, на положи¬ 
тельные* отрицательные и нейтральные, а, с другой стороны — целые, 
дробные и несоизмеримые, их делят еще на алгебраические и трансцен¬ 
дентные. 

Рассмотрим число 

/5-1-/?. (1) 

Обозначая его через х у имеем 

х = /5 -|-/7, (х— /5)2 = 7, х 2 — 2 = 2х /5. 

Возводя еще раз в квадрат, получим уравнение 

х 4 — 24л: 2 -[-4 = 0. (2) 

В левой части стоит многочлен с целыми коэфициентами, и число (1) 
есть один из корней уравнения (2). 
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Алгебраическим числом называется всякое число, которое может 
служить корнем хоть одного какого-нибудь уравнения типа 

а 0 х п + а,*"-* + а 2 х"~* +... + а я + а п = О, 

левая часть которого есть многочлен с целыми коэфициентами. 

И именно не просто многочлен, но многочлен с целыми коэфициентами. 
Трансцендентным числом называется всякое число» которое не 
может быть корнем ни одного многочлена с целыми коэфициентами. 

Решить вопрос, что данное число есть алгебраическое или трансцен¬ 
дентное,— это, за редким исключением, чрезвычайно трудная задача. 
Каково, например, число тт? Чтобы доказать, что оно алгебраическое, надо 
найти какой-нибудь многочлен с целыми коэфициентами, корнем кото¬ 
рого оно было бы. Пусть, несмотря на все попытки, это нам не уда¬ 
лось. Можем ли мы отсюда заключить, что оно трансцендентно? Оче¬ 
видно, что нет. Для этого мало того, что наши попытки найти соот¬ 
ветствующий многочлен оказались неудачными,— надо еще доказать, что 
они и обречены на неудачу, потому что такого многочлена нет. 

В настоящее время доказано, что числа тг и е не только несоизме¬ 
римые, но и трансцендентные. 

Но если читателя заинтересует вопрос, как это было доказано, то, 
чтобы понять эти доказательства, он должен сначала изучить диферен- 
циальное и интегральное исчисления. 

§ 162. Заключение. 

Математические выражения по степени их сложности разделяются 
на: 

1) многочлены, 2) дробные выражения, 3) иррациональные, 4) транс¬ 
цендентные. 

Многочлены и дробные выражения объединяются в один класс 
рациональных выражений; рациональные и иррациональные дают класс 
алгебраических выражений. 

Явные функции можно классифицировать как по внешней форме, 
так и по существу. 



